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Анотація. Питання втрати стійкості ароч-

них конструкцій є дуже важливим у інженерній 

практиці та проектуванні. Особливо це питання 

є ключовимм з точки зору надійності і безпеки 

та економічних збитків, так як зазвичай констру-

кції даного типу використовуються в будівлях з 

класом наслідків не нижче СС2 [1].  

Арки з клеєної деревини є великопро-

льотними стиснуто-зігнутими елементами, в 

яких втрата стійкості відіграє основну роль при 

визначенні габаритів поперечного перерізу. На 

відміну від балок – арка має в рази більше спів-

відношення між довжиною елемента та його по-

перечним перерізом, що в свою чергу підвищує 

ризик втрати стійкості. Втрата стійкості арки та 

правильно визначена її  розрахункова довжина 

мають прямий взаємозв'язок. Розрахункова дов-

жина визначається як величина, при якій арка 

може втратити свою стійкість під дією зовніш-

ніх навантажень.  Основні аспекти цього взаємо-

зв'язку: величина розрахункової довжини арки; 

механізми втрати стійкості; залежність від мате-

ріалу і форми; точність інженерних розрахунків. 

Слід зауважити що рекомендації по визна-

ченню розрахункової довжини арки містяться 

виключно в методичній літературі та недіючих 

нормативних документах, таких як [2,3]. В 

останньому діючому на сьогодні нормативному 

документі [4] це питання вирішене шляхом пе-

ревірки міцності та стійкості елемента, без обме-

ження гнучкості. Так як гнучкість елемента за-

лежить від його розрахункової довжини, то пи-

тання визначення даного параметра  залиша-

ється відкритим та покладається безпосередньо 

на інженера-проектувальника, а точніше – на 

його досвід та компетентність. Дане питання є 

дуже актуальним, враховуючи що незначна по-

милка при визначенні розрахункової довжини 

суттєво впливає на результати перевірки стис-

нуто-зігнутих елементів. 

В результаті проведеної роботи проаналізо-

вано визначення розрахункових дов- жин поло-

жистих арок з різною формою та типом наванта-

ження за двома методами розрахунку: 

аналітичними формулами та методом скін-

ченних елементів за допомогою ПК ЛІРА-

САПР [5,6]. На основі розрахунків надано 

рекомендації по визначенню розрахункових 

довжин арок з клеєної деревини. 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 

Втрата стійкості арок - це складний меха-

нічний процес, який виникає під дією зовні-

шніх навантажень, що призводить до рапто-

вої і значної зміни форми арки. Цей процес 

пов'язаний з критичним станом напружено-

деформованого стану матеріалу та констру-

кції арки. [7,8] Розглянемо детальніше меха-

нізм втрати стійкості: 

Етап 1. Пряме навантаження. Арка підда-

ється навантаженню, що спричиняє виник-

нення початкових напружень і деформацій. 

Етап 2. Прогресування деформацій. При 

досягненні певної критичної величини нава-

нтаження напружено-деформований стан 

арки досягає граничних значень, де матеріал 

починає втрачати свою пружність. 

Етап 3. Початок нестабільності. Після до-

сягнення критичного навантаження арка 

втрачає свою початкову форму і переходить 

до нової форми, яка може бути значно дефо-

рмованою від заданої геометрії. Цей процес 

супроводжується різким збільшенням дефо-

рмацій при невеликому збільшенні наванта-

ження. 

Етап 4. Повна втрата стійкості. Арка за-

знає неповороних відхилень від геометрич-

ної осі, що може призвести до руйнування 

конструкції вцілому. 

Втрата стійкості арки може відбуватися 

внаслідок різних критичних факторів, таких 

як: 

• властивості матеріалу та фізико-механі-

чні характеристики матеріалу. 

• геометричні параметри: габарити попе-

речного перерізу, радіус кривизни, дов-

жина арки. 

• тип і величина навантаження: нерівно-

мірно-розподілене, точкові наванта-

ження, навантаження з ексцентрисите-

том. 

Розрахунок стійкості прямо залежить від 

правильного визначення  розрахункової до-

вжини арок, що в свою чергу вимагає ком-

плексного підходу, який об'єднує знання 

про матеріали, їх механічні властивості, ге-

ометрію конструкції і методи розрахунку. 

 

АНАЛІЗ ПОПЕРЕДНІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 

В останньому радянському СНиП ІІ-25-

80 [3] присутні вказівки, щодо визначення 

розрахункової довжини арок залежно від 

умов закріплення та типу навантаження. Ва-

ріативність по визначенню коефіцієнта роз-

рахункової довжини вказане лише для дво-

шарнірних арок з кососиметричним наван-

таженням, а для решти – фіксоване зна-

чення. 

В діючому на сьогодні нормативному до-

кументі  [4] це питання вирішене шляхом 

перевірки міцності та стійкості елемента, 

без обмеження гнучкості. Так як гнучкість 

елемента залежить від його розрахункової 

довжини, то питання визначення даного па-

раметра  залишається відкритим.  

В європейському нормативному доку-

менті EN 1995-1-1:2008 (ДСТУ–Н Б EN 

1995-1-1:2010) [9] , основні положення 

якого майже без змін прийняті в ДБН В.2.6 

– 161:2017 “Конструкції будинків і споруд. 

Дерев’яні конструкції” [4], така інформація 

теж не наводиться.  

 

ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 

Перевірку міцності та стійкості арок слід 

виконувати за формулою [4]: 

, ,,0,

, , , , ,

1
m у dс d

c у с o d m у dk f f


+  ,                 (1) 

Так як при rel,z0.3  
kc,y – коефіцієнт повздовжнього згину;  

rel,z – приведена гнучкість. 

Де приведена гнучкість визначається за 

формулою: 

( ) ,0,

, ( )

0,05

y z c k

rel y z

f

E





= ,  (2) 

де ( )y z  - дійсна гнучкість визначається за 

формулою:
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                 ( )

ef

y z

l

i
= ,                       (3) 

де 
efl  - розрахункова довжина арки.  

 

Арки слід розраховувати на міцність від-

повідно до вказівок [2] і на стійкість у пло-

щині кривизни, причому розрахункову дов-

жину елементів l0 слід приймати: 

• для двошарнірних арок при симетрич-

ному навантаженні l0 = 0,35 S; 

• для тришарнірних арок при симетри-

чному навантаженні l0 = 0,58 S; 

 

2 22 ( )
2

ef

S
l


=

−






 

(4) 

 

де - центральний кут пів арки (рад); 

S - повна довжина дуги арки. 

• для двошарнірних і тришарнірних 

арок при кососиметричному наванта-

женні - за формулою (4) 

• при розрахунку тришарнірних арок на 

несиметричне навантаження розрахун-

кову довжину допускається приймати 

рівною l0 = 0,58 S; 

Для можливості дослідження розрахун-

кових довжин методом скінченних елемен-

тів (МСЕ)  було обрано певний діапазон  ро-

зрахункових моделей арок. Арки, що моде-

лювалась обрані декількох типів з різним ва-

ріантом навантаження. Типи арок що вико-

ристані в дослідженні - положисті двошар-

нірні та  положисті тришарнірні зі стрілою 

підйому від f =1/4 до f =1/7. Навантаження 

на всі типи арок було прийнято в двох варі-

антах, а саме – симетричне та кососиметри-

чне навантаження. Кососиметричне наван-

таження моделює варіант прикладення сні-

гового навантаження до склепінчастих пок-

риттів по типу «двох трикутників» де на ліву 

частину припадє 100% навантаження, а на 

праву – 50%. 

Задачі були реалізовані в програмному 

комплексі Lira SAPR 2019 з використанням 

аналізу МCЕ в плоскій постановці стержне-

вими СЕ.  

 Для лінійного розрахунку було вико-

ристано скінченний  елемент №10, типу – 

універсальний просторовий стержневий СЕ. 

Арки розбивались на 40 СЕ. Опори – шарні-

рні.  

Скінченому елементу були надані влас-

тивості з наступними характеристиками: 

модуль пружності - E = 12000 МПа, густина 

-  = 450 кг/м3, розміри поперечного пере-

різу змінювалися залежно від величини про-

льоту арки. 

Реалізований варіант розрахунку на зага-

льну стійкість в площині арки передбачає, 

що розподіл поздовжніх сил N в елементах 

схеми вже відомий і потрібно знайти зна-

чення числового параметра λ0 таке, що при 

поздовжніх силах (λ0   N0) відбувається 

втрата стійкості. Було реалізовано розраху-

нок стійкості з врахуванням згинально-кру-

тильних форм, коли враховуються всі зу-

силля. Розрахунок реалізується в пружній 

стадії. Значення зусиль в елементах схеми 

вже обчислені за допомогою лінійного про-

цесору [5]. Під час виконання розрахунку на 

стійкість вважається, що ці значення вира-

жені через критичний параметр наванта-

ження:  

 

,

 ·

 

    ·

crit i i

crit j i ij

P P

N N





=

=

        (5) 

де 

i – номер завантаження; 

j – номер елемента в схемі; 

Pi – сумарне навантаження в i-тому зава-

нтаженні; 

Pcrit – критичне навантаження в i-тому 

завантаженні; 

Nij – поздовжнє зусилля чи напруження в 

j-тому елементі в i-тому завантаженні; 

Ncrit,j – критичне поздовжнє зусилля в j-

тому елементі в i-тому завантаженні; 

λi – параметр навантаження (коефіцієнт 

запасу стійкості). 

В процесі розрахунку для кожного наван-

таження, були визначені декілька форм  

втрати стійкості і відповідні їм коефіцієнти 

запасу.
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Рис.1. Форми втрати стійкості арок: 

а – двошарнірна з симетричним навантаженням; б – двошарнірна з кососиметричним наван-

таженням; 

в – тришарнірна з симетричним навантаженням; г – тришарнірна з кососиметричним наван-

таженням; 

Fig.1. Forms of loss of arch stability: 

a – double-hinged with symmetrical load;  

b – double-hinged with asymmetric load;  

c – three-hingedwith symmetrical load; d – three-hinged with asymmetric load; 

 

 

Рис.2. Результати визначення вільних довжин МСЕ: 
а – двошарнірна з симетричним навантаженням;  

б – двошарнірна з кососиметричним навантаженням; 

в – тришарнірна з симетричним навантаженням;  

г – тришарнірна з кососиметричним навантаженням;  

Fig.2. Results of determination of free lengths by the finite element method: 
a – double-hinged with symmetrical load;  

b – double-hinged with asymmetric load; 

c – three-hingedwith symmetrical load; 

d – three-hinged with asymmetric load; 

Так як  вільні довжини стержнів при за-

гальній втраті стійкості визначаються згідно 

з їхніми довжинами в розрахунковій схемі, 

то результати  отримані в ПК Lira SAPR 

2019 домножені на довжини СЕ кожної 

схеми. Результати розрахунку по визна-

ченню коефіцієнта µ для визначення розра-

хункової довжини приведемо у вигляді таб-

лиці та графіків.
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Рис.3. Графік залежості коефіцієнта µ від стріли підйому арок за 2-ма методами розрахунку 
Fig.3. Graph of the dependence of the coefficient µ on the arch lifting boom by two calculation methods  

 
Рис.4. Графік залежості коефіцієнта µ від довжини прольоту арок 
Fig.4. Graph of the dependence of the coefficient µ on the span length of the arches 
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Табл. 1. Коефіцієнт μ залежно від виду навантаження 

 
 

Табл. 2. Різниця у % між коефіцієнтами μ за різними методами розрахунку 

 

 
 

Значення коефіцієнтів µ для визначення 

розрахункової довжини арок за МСЕ (див. 

Рис.3 та табл. 1,) наступні значення:  

 

- для положистих двошарнірних арок з си-

метричним навантаженням –µ = 0,52 … 

0,57;  

- для положистих двошарнірних арок з ко-

сосиметричним навантаженням – µ = 0,54 

… 0,63;  

- для положистих тришарнірних арок з си-

метричним навантаженням – µ = 0,58 … 

0,59;  

- для положистих тришарнірних арок з ко-

сосиметричним навантаженням – 

µ=0,59…0,66;  
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Різниця у відсотковому співвідношені ко-

ефіцієнтів µ для визначення розрахункової 

довжини арок між за МСЕ та аналітичним 

методом (див. табл. 2) мають наступні зна-

чення:  

- для положистих двошарнірних арок з си-

метричним навантаженням – 32,7…38,06 

% 

- для положистих двошарнірних арок з ко-

сосиметричним навантаженням –5,6 … 

16,7%;  

- для положистих тришарнірних арок з си-

метричним навантаженням – 0,54 … 

1,71%; 

- для положистих тришарнірних арок з ко-

сосиметричним навантаженням – 1,74 … 

11,7%;  

 

Таким чином, можна зробити висновок 

що для положистих тришарнірних арок з си-

метричним навантаженням коефіцієнти за 

двома способами розрахунку є майже іден-

тичними. Решта коефіцієнтів відрізняється 

значно і може впливати на результати ро-

зрахунку стійкості.  

Розглядаючи залежність коефіцієнта µ 

від прольоту арок (див. рис.4 та табл. 1, 2) – 

можна відмітити що довжина не впливає на 

зміну даного коефіцієнта. 

Всі розрахуннкові схеми показали від-

мінність аналітичного методу визначення 

коефіцієнта µ від МСЕ в бік зменшення що 

дає занижені значення розрахункової дов-

жини, та як наслідок – гнучкості. 

Додатково на основі виконаних розраху-

нків було проведено аналіз впливу зміни ро-

зрахункової довжини на запас стійкості кон-

струкцій та виявлено що зміна коефіцієнта µ 

на 10% призводить до   аналогічної зміни 

умови стійкості  арки на 15-22%.   

 

ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ 

ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 

В результаті проведених досліджень ви-

явлено ряд вімінностей між визначенням ро-

зрахункової довжини арки за 2-ма спосо-

бами.  Для виконання розрахунків стійкості 

арочних конструкцій інженерам рекомену-

ється уточнювати  розрахункову довжину за 

допомогою МСЕ так як в діючій на сьогод-

нішній день нормативній літературі відсутні 

конкретні рекомендації з цього питання. 

Враховуючи різницю між коефіцієнтами 

до 38%  можна зробити висновок що прави-

льний підхід до визначення розрахункової 

довжини є дуже важливим аспектом  розра-

хунку та безпосередньо впливає  на міцність 

та надійність конструкції вцілому.  

Збільшення коефіцієнта µ на 10% призво-

дить до аналогічної зміни в більший бік 

умови втрати стійкості  арки на 15-22%. При 

визначенні розрахункової довжини положи-

стих тришарнірних арок з симетричним на-

вантаженням допускається використання 

аналітичного методу, в решті ж випадків – 

рекомендується уточнювати її МСЕ для ко-

жного окремого випадку. Підтвердження 

або спростування даних розрахунків мож-

ливе за рахунок виконання ще одного спо-

собу – експериментального.  
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FEATURES OF DETERMINING THE 

ESTIMATED LENGTH OF POSITIVE 

ARCHES MADE OF LAMINATED 

WOOD 

Denis MYKHAYLOVSKYI, 

Ihor SKLIAROV 

Tetiana SKLIAROVA 

Summary. The issue of loss of stability of 

arched structures is very important in engineer-

ing practice and design. This issue is especially 

key from the point of view of reliability and 

safety and economic losses, since structures of 

this type are usually used in buildings with a 

consequence class of at least CC2. [1]. 

Laminated timber arches are long-span com-

pression-bent elements in which the loss of sta-

bility plays a major role in determining the 

cross-sectional dimensions. In contrast to 

beams, an arch has a much larger ratio between 

the length of the element and its cross section, 

which in turn increases the risk of loss of stabil-

ity. The loss of stability of an arch and its cor-

rectly determined design length are directly re-

lated. The design length is defined as the value 

at which an arch can lose its stability under the 

influence of external loads.  The main aspects 

of this relationship are: the value of the design 

length of the arch; mechanisms of loss of stabil-

ity; dependence on the material and shape; ac-

curacy of engineering calculations. 

It should be noted that recommendations for 

determining the design length of an arch are 

contained exclusively in the methodological lit-

erature and outdated regulatory documents, 

such as [7]. In the latest current regulatory doc-

ument [8], this issue is resolved by checking the 

strength and stability of the element, without 

limiting the flexibility. Since the flexibility of 

the element depends on its design length, the is-

sue of determining this parameter remains open 

and relies directly on the design engineer, or ra-

ther, on his experience and competence. This is-

sue is very relevant, given that a minor error in 

determining the design length significantly af-

fects the results of testing compressed-bent ele-

ments. 

As a result of the work carried out, we ana-

lyzed the determination of the design lengths of 

hollow arches with different shapes and types 

of loading using two calculation methods: ana-

lytical formulas and the finite element method 

using the LIRA-SAPR-2019 software. Based 

on the calculations, recommendations for 

deter-mining the design lengths of arches are 

given. 

Keywords. Design length; flexibility of 

arches; loss of stability; positive arches. 
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