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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

Найбільш трудомістким етапом дослід-ження 

в пружною і пружно-пластичної постановках 

конструкцій методом скінченних елементів є 

розв’язання систем лінійних і нелінійних рівнянь. 

Огляд літератури, класифікація і зіставлення ме-

тодів розв’язання систем нелінійних рівнянь 

МСЕ міститься в роботах [1-8, 11, 12, 14]. 

Їх аналіз свідчить про те,що найбільш ефекти-

вними є комбіновані алгоритми,засновані на по-

єднанні крокових і інтернаціональних методів 

[10].У даній роботі на одному кроці по наванта-

женню розв’язання систем лінійних і нелінійних 

рівнянь здійснюється методом блокових ітерацій 

з верхньої релаксацією, застосування якого до ма-

триць блокової структури, характерної для 

НМСЕ,є найбільш природним.

Анотація. Викладені результати чисельного 

дослідження на тестових прикладах збіжності ро-

зробленого варіанту напіваналітичного методу 

скінченних елементів. Виконано порівняння ви-

трат машинного часу і точності розв’язання пру-

жних і пластичних задач, отриманих на основі скі-

нченних елементів зі змінними і усередненими 

механічними параметрами.  

Досліджено збіжність методу скінчених елеме-

нтів і напіваналітичного методу скінчених елеме-

нтів при розрахунку призматичних тіл, наванта-

жених локалізованими і розподіленими зовніш-

німи впливами. В розробці на основі моментної 

схеми скінченних елементів і напіваналітичного 

варіанту методу скінчених елементів ефективного 

чисельного підходу до дослідження довільно на-

вантажених масивних і тонкостінних призматич-

них тіл складної форми, деформування яких може 

проходити за межею пружності матеріалу. За ра-

хунок подання переміщень поліномами і викори-

стання ітераційних методів розв'язання систем до-

зволяють рівнянь даний підхід розвинений стосо-

вно розрахунку об'єктів з довільними граничними 

умовами на торцях, що дозволило розширити об-

ласть ефективного застосування напіваналітич-

ного методу скінчених елементів на новий клас 

задач. 

Розв’язано ряд нових складних завдань пруж-

ного і пружно-пластичного деформування масив-

них і тонкостінних призматичних тіл, що мають 

самостійне прикладне значення. 
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ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПРОСТОРОВИХ 

ТІЛ ІЗ ЗМІННИМИ ФІЗИЧНИМИ  

ПАРАМЕТРАМИ 

Розглянемо просторове тіло, що утворене 

рухом деякої геометричної фігури складної, 

не обов’язково однозв’язної конфігурації, 

вздовж незамкненої напрямної у вигляді дуги 

кола (рис.1.1,а) або відрізка прямої (рис.1.1, 

б). Фізико-механічні характеристики матері-

алу (зокрема модуль пружності матеріалу 

(модуль Юнга) Е) також передбачаються за-

лежними від просторових координат. Таке 

змінення може носити локальний характер із 

зміненням величин на декілька порядків (як 

показано на рис.1.1,а, зокрема внаслідок ная-

вності набутих в процесі експлуатації макро-

скопічних дефектів), або поступовим і опису-

ватись певною функцією розподілу вздовж 

просторових координат 𝐸 = 𝐸(𝑧𝑖′) (як це по-

казано на рис.1.1б, що обумовлюється відхи-

ленням значень фізико-механічних характе-

ристик від номінальних). Такі зміни фізико-

механічних характеристик  призво-дять до рі-

зних за кількісними оцінками змін показників 

напружено-деформованого стану, а у випадку 

концентрації напружень – навіть до змін в які-

сній картині їх розподілення. На торцях тіла 

можуть бути реалізовані різні типи граничних 

умов. У подальшому такі об’єкти будемо на-

зивати неоднорідними круговими (рис.1.1,а) 

та неоднорідними призматичними (рис.1.1,б) 

тілами із змінними фізичними параметрами і 

довільними граничними умовами.  

Отримання розв’язуваних співвідношень 

НМСЕ ґрунтується на варіаційному рівнянні 

Лагранжа: 

𝛿𝑊 − 𝛿𝐴 = 0. (1) 

У випадку пружного деформування варі-

ація енергії просторового деформівного тіла 

об’ємом V визначається співвідношенням: 

𝛿𝑊 =∭𝜀𝑘𝑙𝐶
𝑖𝑗𝑘𝑙𝛿𝜀𝑖𝑗

𝑉

𝑑𝑉 (2) 

де 𝜀𝑖𝑗 і 𝐶
𝑖𝑗𝑘𝑙– тензори деформацій і пру-

жних констант. 

Варіація роботи об’ємних сил 𝑝𝑗 та пове-

рхневих навантажень  𝑞𝑗,  розподілених

вздовж частини поверхні тіла  Sq, обчислю-

ється за формулою: 

𝛿𝐴 =∭𝑝𝑗𝛿𝑈𝑗
𝑉

𝑑 +∬ 𝑞𝑗𝛿�̄�𝑗𝑑𝑆
𝑆𝑞

(3) 

де 
𝑈𝑗 і �̄�𝑗 – відповідно переміщення то-

чок об’єму тіла і частини його  пове-

рхні Sq, завантаженої зовніш-німи 

навантаженнями [21]. 

а 

б 
Рис. 1.Розрахункова схема конструкції утво-

реної рухом складної геометричної фі-

гури: а- частина дуги кола; б прямий 

відрізок. 

Fig. 1. Calculation diagram of the construction of 

a complex geometric figure formed by 

movement: a- part of the arc of a circle; b- 

straight segment 
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Для дослідження процесів деформування 

зазначених тривимірних тіл доцільно викори-

стовувати такі системи координат: базисну 𝑧𝑗′

(в розглядуваних випадках: циліндричну – 

для неоднорідних кругових тіл або декартову 

– для неоднорідних призматичних тіл), яка є

незмінною і призначена для завдання вихід-

ної інформації про геометрію об’єкта, зовні-

шні впливи та граничні умови (осі 𝑧1′ та 𝑧2′

базисної системи координат розташовані в

площині поперечного перерізу тіла, а вісь 𝑧3′

орієнтована вздовж напрямної); місцеву кри-

волінійну систему координат 𝑥𝑖, природно

пов’язану з геометрією досліджуваного

об’єкта. При цьому напрямки осей 𝑥3 і  𝑧3′збі-

гаються.

Вважаємо, що в кожній точці тіла відомі 

компоненти тензора перетворення 𝑧,𝑗
𝑖′, що ви-

значає зв’язок між місцевою та базисною си-

стемами координат [21]: 

𝑧,𝑗
𝑖′ =

𝜕𝑧𝑖′

𝜕𝑥𝑗
,     𝑧,3

𝛼 = 𝑧,𝛼
3′ = 0 (4) 

Умовні позначення, що вказані тут і в пода-

льшому всі індекси, позначені грецькими бук-

вами, набуватимуть значення 1, 2, а позначені 

латинськими – 1, 2, 3. 

Компоненти метричного тензора 𝑔𝑚𝑛 в 

місцевій системі координат подамо через 

компоненти метричного тензора базисної си-

стеми згідно з формулою: 

𝑔𝑚𝑛 = 𝑧,𝑚
𝑖′ 𝑧,𝑛

𝑗′
𝑔𝑖′𝑗′ (5) 

При дослідженні незамкнених кругових 

тіл для базисної циліндричної системи коор-

динат відмінними від нуля будуть такі компо-

ненти метричного тензора: 

𝑔𝛼𝛽 = 𝑧,𝛼
𝛾′
𝑧,𝛽
𝛾′
,   𝑔33 = (𝑧,3

3′)
2
(𝑧2′)2 (6) 

При дослідженні призматичних тіл для 

базисної декартової системи координат: 

𝑔𝛼𝛽 = 𝑧,𝛼
𝛾′
𝑧,𝛽
𝛾′
,   𝑔33 = (𝑧,3

3′)
2

(7) 

Запишемо співвідношення для визначен-

ня компонент деформацій 𝜀𝑖𝑗 через перемі-

щення 𝑢𝑖 в місцевій системі координат [21]: 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) − 𝑢𝑘𝛤𝑖𝑗

𝑘 (8) 

де 𝛤𝑖𝑗
𝑘 –символи Крістофеля другого

роду. 

Представимо переміщення та символи Крі-

стофеля в місцевій системі координат через їх 

значення в базисній: 

𝑢𝑘 = 𝑢𝑠′𝑧,𝑘
𝑠′

𝛤𝑖𝑗
𝑘 = 𝑥,𝑙′

𝑘 𝑧,𝑖
𝑚′𝑧,𝑗

𝑛′𝛤𝑚′𝑛′
𝑙′ + 𝑥,𝑙′

𝑘 𝑧,𝑖
𝑚′
𝜕𝑧,𝑗

𝑙′

𝜕𝑧𝑚′

де 𝑥,𝑙′
𝑘 – компоненти тензора, оберненого до

виразу (4). 

Після підстановки двох останніх формул 

в (8), зважаючи, що 𝑧,𝑘
𝑠′ ⋅ 𝑥𝑙′

𝑘 = 𝛿𝑙′
𝑠′, одержимо

загальний вираз для деформацій у місцевій 

системі координат через переміщення в бази-

сній: 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑙,′𝑖𝑧,𝑗

𝑙′ + 𝑢𝑙,′𝑗𝑧,𝑖
𝑙′) −

−𝑢𝑙′𝑧,𝑖
𝑚′𝑧,𝑗

𝑛′𝛤𝑚′𝑛′
𝑙′ ,

(9) 

У циліндричній базисній системі коорди-

нат не дорівнюють нулю тільки такі символи 

Крістофеля: 

𝛤3′3′
2′ = −𝑧2′,   Γ3′2′

3′ = 𝛤2′3′
3′ =

1

𝑧2′
. 

Тоді з  формули (9) одержимо: 
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𝜀𝛼𝛽 =
1

2
(𝑢𝛾′,𝛼𝑧,𝛽

𝛾′
+ 𝑢𝛿′,𝛽𝑧,𝛼

𝛿′)

𝜀𝛼3 =
1

2
(

𝑢3′,𝛼𝑧,3
3′ +

𝑢𝛾′,3𝑧,𝛼
𝛾′
 2𝑢3′𝑧,𝛼

2′𝑧,3
3′/𝑧2′

) 

𝜀33 = 𝑢3′,3𝑧,3
3′ + 𝑢2′𝑧,3

3′𝑧,3
3′𝑧2′

(10) 

У декартовій базисній системі координат 

дорівнюють нулю всі символи Крістофеля, 

тому формула (8) матиме вигляд: 

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑙′,𝑖𝑧,𝑗

𝑙′ + 𝑢𝑙′,𝑗𝑧,𝑖
𝑙′) (11) 

Фізичні компоненти тензорів деформацій 

𝜀�̃�𝑙 та пружних констант �̃�𝑖𝑗𝑘𝑙 визначаються

співвідношеннями: 

𝜀�̃�𝑗 =
𝜀𝑖𝑗

√𝑔(𝑖𝑖)𝑔(𝑗𝑗)

�̃�𝑖𝑗𝑘𝑙 = �̃�𝑖𝑗𝑘𝑙√𝑔(𝑖𝑖)𝑔(𝑗𝑗)𝑔(𝑘𝑘)𝑔(𝑙𝑙)

(12) 

При їх використанні для варіації енер-

гії пружного деформування отримаємо: 

𝛿𝑊 =∭𝜀�̃�𝑙С̃
𝑖𝑗𝑘𝑙𝛿𝜀�̃�𝑗

𝑉

𝑑𝑉 (13) 

При описі процесу деформування перед-

бачається, що пружні деформації є малими. 

Напруження 𝜎𝑖𝑗  визначаються через компо-

ненти тензора пружних деформацій відпо-

відно до узагальненого закону Гука [21]: 

𝜎𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙
𝑒 =

= [
𝜇 (𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘) + 

+𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙
] 𝜀𝑘𝑙

𝑒
(14) 

де коефіцієнти Ляме λ та μ визначаються че-

рез коефіцієнт Пуассона 𝜈 = 𝜈(𝑧𝑖′, 𝑇) і мо-

дуль пружності матеріалу (модуль Юнга) 𝐸 =
𝐸(𝑧𝑖′, 𝑇), які є функціями температури і коор-

динат:  

𝜆 =
𝐸𝜈

(1−2𝜈)(1+𝜈)
,   𝜇 =

𝐸

2(1+𝜈)
. 

Фізичні компоненти тензору напружень 

дорівнюють: 

�̃�𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗√𝑔(𝑖𝑖)𝑔(𝑗𝑗) (15) 

Варіаційне рівняння в термінах фізичних 

компонент тензорів деформацій (15) дозволяє 

проводити опис пружного деформування 

просторових тіл складної конфігурації. 

ВИХІДНІ СПІВВІДНОШЕННЯ 

ПРОСТОРОВОЇ ЗАДАЧІ  

ПРУЖНОПЛАСТИЧНОСТІ 

У випадку розв’язання задачі пружнопла-

стичності варіація енергії деформування про-

сторового деформівного тіла об’ємом V в ва-

ріаційному рівнянні Лагранжа (16) визнача-

ється співвідношенням: 

𝛿𝑊 =∭𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗
𝑉

𝑑𝑉 (16) 

При наявності незворотних деформацій 

пластичності зв’язок між напруженнями і де-

формаціями визначається на основі співвід-

ношень теорії пластичного течіння [13-15, 17-

19, 22 та інші]. В цьому випадку прирощення 

повних деформацій 𝑑𝜀𝑖𝑗 може бути подане  

сумою прирощень пружних деформацій 𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑒 ,

прирощень деформацій пластичності 𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑝

: 

𝑑𝜀𝑖𝑗 = 𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑒 + 𝑑𝜀𝑖𝑗

𝑝
(17) 

При використанні співвідношень теорії 

пластичного течіння вважається, що матеріал 

є пластично-нестикуваним і змінення його 

об’єму є лінійно-пружним: 

𝜀𝑖(𝑖)
𝑝 = 0 𝜀𝑖(𝑖) = 𝜀𝑖(𝑖)

𝑒

Прирощення деформацій пластичності 

визначається згідно з асоційованим законом: 
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𝑑𝜀𝑖𝑗
𝑝 = 𝜆𝑝

𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝑠𝑖𝑗
= 𝜆𝑝𝑠𝑖𝑗 (18)

де 𝑓𝑝 =
1

2
𝑠𝑖𝑗𝑠

𝑖𝑗 − [𝜏𝑠(𝜗𝑝, 𝛵)]
2
= 0-поверх-

ня текучості, що обмежує область пруж-

них деформацій; 

𝜏𝑠(𝜗𝑝, 𝛵) – межа текучості при чистому 

зсуві; 

𝜗𝑝 = ∫ √
2

3
𝑑𝜀𝑖𝑗

𝑝𝑑𝜀
𝑖𝑗𝑝

𝜀
𝑖𝑗
𝑝 –параметр зміцне--

ння Одквіста; 

𝑠𝑖𝑗 = 𝜎
𝑖𝑗 −

1

3
𝛿𝑘𝑙𝜎

𝑘𝑙𝑔𝑖𝑗–компоненти де-

віатора напружень;  

𝛿𝑘𝑙 – символ Кронекера. 

Виконуючи диференціювання виразу (18), 

встановлюємо взаємозв’язок між прирощен-

нями напружень і прирощеннями пружних 

деформацій, який враховує залежність фі-

зико-механічних властивостей матеріалу від 

температури: 

𝑑𝜎𝑖𝑗 = [𝜇 (𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+ 𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙] ⥂⥂⥂

⥂⥂ 𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑒 +

+
𝜕

𝜕𝑇
[𝜇(𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+ 𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙]𝑑𝑇 𝜀𝑘𝑙
𝑒

(19) 

де, згідно з формулою (17), 𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑒 = 𝑑𝜀𝑘𝑙 −

𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑇 − 𝑑𝜀𝑘𝑙

𝑝
. 

Для визначення прирощень деформацій 

пластичності скористуємося співвідношен-

нями (19). Оскільки при пластичному дефор-

муванні зображувальна точка залишається на 

поверхні текучості, то виконується рівність: 

𝑑 𝑓𝑝 =
𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝑠𝑖𝑗
𝑑𝑠𝑖𝑗 +

𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝜗𝑝
 𝑑 𝜗𝑝

+
𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝑇
𝑑𝑇 = 0 

(20) 

Часткові похідні в рівнянні (20) по 

𝑠𝑖𝑗 ,  𝜗𝑝,   𝑇 дорівнюють:

𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝑠𝑖𝑗
= 𝑠𝑖𝑗 , 

𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝜗𝑝
= 2𝜏𝑠

𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝜗𝑝

  , 

𝜕 𝑓𝑝

𝜕 𝑇
= 2𝜏𝑠

𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝑇

(21) 

З урахуванням цього і тотожності 

𝑠𝑖𝑗𝑑𝑠
𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗𝑑𝜎

𝑖𝑗  вираз (21) набуде вигляду:

𝑠𝑖𝑗𝑑𝜎
𝑖𝑗 − 2𝜏𝑠

(

𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝜗𝑝

 𝑑 𝜗𝑝 +

+
𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝑇

𝑑𝑇 )

= 0 (22) 

Враховуючи співвідношення (19) і (21), 

рівняння (22) можна записати у вигляді: 

𝑠𝑖𝑗 [𝜇(𝑔
𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘) + 𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙]  ×

(𝑑𝜀𝑘𝑙 − 𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑇 − 𝑑𝜀𝑘𝑙

𝑝 −
𝜕𝛼𝑇

𝜕𝑇
𝑑𝑇 ⋅ 𝑇𝑔𝑘𝑙) + 

+𝑠𝑖𝑗
𝜕

𝜕𝑇
 [
𝜇(𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙
]  𝑑𝑇 ⋅ 𝜀𝑘𝑙

𝑒 =

= 2𝜏𝑠 (
𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝜗𝑝

 𝑑 𝜗𝑝 +
𝜕 𝜏𝑠
𝜕 𝑇

𝑑𝑇) . 

Подамо прирощення пластичних дефор-

мацій відповідно до формули (21). Після від-

повідних перетворень запишемо вираз 𝜆𝑝 для 

ізотропного матеріалу: 

𝜆𝑝 =
2 𝐺 ⥂ ⥂ 𝑠𝑘𝑙(𝑑𝜀𝑘𝑙 − 𝑑𝜀𝑘𝑙

𝑇 ) + 𝛽𝑝𝑑𝑇

𝛾𝑝
, (22) 

де 
𝛽𝑝 = 𝑠𝑖𝑗

𝜕

𝜕𝑇
 [𝜇(𝑔𝑗𝑙𝑔𝑖𝑘 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+ 𝜆 𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙] 𝜀𝑘𝑙
𝑒

− 2𝐺𝑠𝑘𝑙
𝜕𝛼𝑇
𝜕𝑇

𝑑𝑇 ⋅ 𝑇𝑔𝑘𝑙 

𝛾𝑝 = 2 𝐺 𝑠
𝑘𝑙𝑠𝑘𝑙 +

4

3
√3 𝜏𝑠

2
𝜕𝜏𝑠
𝜕𝜗𝑝

= 

= 4𝜏𝑠
2 (𝐺 +

1

√3

𝜕𝜏𝑠

𝜕𝜗𝑝
). 
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Після підставлення значення 𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑝

через 

знайдене p
в рівняння (19) отримаємо: 

𝑑𝜎𝑖𝑗 = {[
𝜇(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+𝜆𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙
]

− 4 𝐺2 𝑠𝑖𝑗𝑠𝑘𝑙
1

𝛾𝑝
} × 

× (𝑑𝜀𝑘𝑙 − 𝑑𝜀𝑘𝑙
𝑇 ) ×

×
𝛽𝑝

𝛾𝑝
𝑠𝑘𝑙 − 2𝐺𝑠𝑘𝑙

𝜕𝛼𝑇
𝜕𝑇

𝑑𝑇 ⋅ 𝑇𝑔𝑘𝑙 − 

−
𝜕

𝜕𝑇
[𝜇(𝑔𝑖𝑘𝑔𝑗𝑙 + 𝑔𝑖𝑙𝑔𝑗𝑘)

+ 𝜆𝑔𝑖𝑗𝑔𝑘𝑙]𝜀𝑘𝑙
𝑒 } 𝑑𝑇.

(23) 

Перший зі складників отриманого виразу 

являє собою прирощення напружень, що ви-

значаються з урахуванням залежності фізи-

чно-механічних параметрів від розвитку де-

формацій пластичності, а другий (відокрем-

лений фігурними дужками) визначає приро-

щення напружень, пов’язані зі зміною фізико-

механічних характеристик при зміненні тем-

ператури. 

Таким чином, наведені фізичні спів-відно-

шення дозволяють проводити опис термопру-

жнопластичного деформування просторових 

тіл в тому числі при наявності нерівномірно 

розподілених за просторовими координатами 

температур в об’ємі досліджуваного об’єкта. 

ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНА ДЕФОРМАЦІЯ 

ШАРНІРНО ЗАКРІПЛЕНОЇ БАЛКИ 

Розроблений пакет програм орієнтований 

на розрахунок конструкцій в пружній та пру-

жно-пластичній області деформацій. Апроба-

ція можливостей пакета при дослід-женні ро-

звитку пластичних деформацій в тонкостін-

них конструкціях проведена на прикладі ша-

рнірно закріпленої балки довжиною t=40a , де 

a - розмір сторони квадратного поперечного 

перерізу, що наведено на рис.4.1. Балка дефо-

рмується під дією рівномірно розподіленого 

по верхній площині навантаження і виконана 

із ідеального матеріалу з характеристиками: 

модуль пружності Ε = 2,1 ∙ 105МПа, коефіці-

єнт Пуассона 𝜐 = 0, межа плинності при чис-

тому зсуві √3𝜏3 = 9,5 МПа. Розв’язання за-

дачі отримано при п’яти гауссових точках ін-

тегрування по висоті елемента. на рис. 2. 

Рис. 2.Розрахункова схема конструкції 

Fig. 2. Calculation diagram of the structure 

Відповідно до точного розв’язання задачі, 

наведеному в роботі [13], межі зон пластич-

ної деформації описуються формулою: 

( )12z a

−

2

− 3a
2

= 

= 2a
2 q

q
0

[
(2𝑧3 − 𝑡)2

𝑡2
− 1]

(24) 

У формулі q
0
- значення інтенсивності ро-

зподіленого навантаження при котрому вини-

кають пластичні деформації: 

𝑞0 =
16М

3𝑡2
(25) 

де М- граничне значення згинального момен-

ту. 

На рис. 3 наведений графік, що відображає 

розвиток зони пластичних деформацій по до-

вжині балки при збільшенні інтенсивності зо-

внішнього навантаження. Суцільною лінією 

позначена крива, отримана за допомогою 

співвідношення (24), ромбиками позначені 

результати розв’язання даної задачі на основі 

НМСЕ. У всьому діапазоні зміни інтенсивно-

сті навантаження  𝑞 похибка чисельного 

розв’язання не перевищує 1%.
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Рис. 3.Графік розвитку зони пластичних де-

формацій 

Fig. 3. The graph of the development of the 

zone of plastic deformations 

Рис. 4. Розрахункова схема конструкції 

Fig. 4. Calculation diagram of the structure 

Там же наведені графіки, що ілюструють 

зміну розподіленого напруження 𝜎3
′3′ по до-

вжині балки в найближчій до поверхні точці 

інтегрування при збільшенні зовнішнього на-

вантаження. Виникнення пластич-них дефор-

мацій в балці відбувається при значенні нор-

мальних навантажень  

𝜎 = 9,5 МПа, що відповідає граничній інтен-

сивності зовнішнього навантаження 𝑞0 = 
0,875 МПа. 

Будівельні конструкції. Теорія і практика • 13/2023 

ДОСЛІДЖЕННЯ ПЛАСТИЧНИХ  

ДЕФОРМАЦІЙ В КОНСОЛЬНОМУ 

ПРИЗМАТИЧНОМУ БРУСІ  

СКЛАДНОГО ПОПЕРЕЧНОГО  

ПЕРЕРІЗУ 

Аналіз можливостей методики при вирі-

шенні фізично нелінійних задач для масивних 
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об’єктів з довільними кінематич-ними умо-

вами проведено на прикладі призматичного 

бруса з круглими отворами під дією внутріш-

нього тиску. Розрахункова схема конструкції 

наведена на рис. 3. Інтенсивність внутріш-

нього тиску змінюва-лася в межах 𝑞 =
0,667𝜏𝑠 −  1,524𝜏𝑠, де 𝜏𝑠 - межа текучості ма-

теріалу при чистому зсуві. Кінематичні гра-

ничні умови задачі формуються наступним 

чином: торець  𝑧3
`
= 0 -вільний, торець  𝑧3

`
=

𝛼 - жорстко закріплений. Матеріал ідеально 

пластичний. 

Розв’язання задачі отримано по розроб-ле-

ній методиці на основі НМСЕ і за допомогою 

скінчено елементної дискреди-тації у трьох 

напрямках [9]. При цьому число членів розк-

ладання відповідало кількості СЕ вздовж осі 

𝑧3
`
.

Результати приведені у вигляді епюр від-

носних напружень  �̄�(А)
3′3′ =

𝜎3
′3′

𝜏𝑠
(рис. 2) і 

 �̄�(А)
2′2′ =

𝜎2
′2′

𝜏𝑠
 (рис. 5), побудованих вздовж лі-

нії, що проходить через точку A паралельно 

осі  𝑧3
`
.

Рис. 5.Результати епюр відносних напружень 

Fig. 5. Results of relative stress plots 

Суцільними лініями зображені криві, що 

відображають скінчено елементні розв’я-

зання при інтенсивності зовнішнього наван-

таження 𝑞 = 0,667𝜏𝑠 штрихові – теж саме при 

 𝑞 = 1,524𝜏𝑠. Ромбиками позначені напру-

ження обчисленні НМСЕ при 𝑞 = 0,667𝜏𝑠, 
кружечками -  𝑞 = 1,524𝜏𝑠. 

Спостерігається повна збіжність результа-

тів, отриманих різними методами. 

ВИСНОВКИ 

Таким чином, розроблена методика дозво-

ляє з високою точність визначати напруже-

ний стан тонкостінних конструкцій в 

пружно-пластичній області деформації. 

Виконані розв’язання контрольних задач 

показали, що розроблена методика і той що 

реалізує її програмний комплекс забезпе-чу-

ють отримання достатніх результатів при ро-

зрахунку в пружній та пружно-пластичній 

по-становках масивних і тонкостінних 

призмати-чних тілах з довільними гранич-

ними умо-вами на торцях. 
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SOLUTION OF PHYSICALLY 

NONLINEAR PROBLEMS OF 

DEFORMATION OF MASSIVE AND 

THIN-WALLED PRISMATIC BODIES 

Ivan MARTYNIUK 

Abstract. The results of a numerical study on test 

examples of the convergence of the developed ver-

sion of the semi-analytical method of finite elements 

are presented. A comparison of machine time and ac-

curacy of solving elastic and plastic problems ob-

tained on the basis of finite elements with variable 

and averaged mechanical parameters was performed. 

The convergence of the finite element method and the 

semi-analytical finite element method in the calcula-

tion of prismatic bodies loaded with localized and dis-

tributed external influences was studied. An effective 

numerical approach to the study of arbitrarily loaded 

massive and thin-walled prismatic bodies of complex 

shape, the deformation of which can pass beyond the 

elastic limit of the material, is being developed based 

on the finite element moment scheme and the semi-

analytical variant of the finite element method. Due 

to the representation of displacements by polynomials 

and the use of iterative methods of solving systems of 

equations, this approach is developed in relation to 

the calculation of objects with arbitrary boundary 

conditions on the ends, which made it possible to ex-

pand the area of effective application of the semi-an-

alytical method of finite elements to a new class of 

problems. 

A number of new complex problems of elastic and 

elastic-plastic deformation of massive and thin-

walled prismatic bodies, which have an independent 

applied value, have been solved. 

Keywords. Finite element method (FEM); semi-

analytic finite element method (SFEM); elastic and 

elastic plastic deformation; massive and thin-walled 

prismatic bodies; solution of systems of linear and 

nonlinear equations; method of block iterations. 

Стаття надійшла до редакції 11.11.2023 

https://doi.org/10.32347/2522-4182.10.2022.150-157
https://doi.org/10.32347/2522-4182.10.2022.150-157
https://doi.org/10.32347/2522-4182.11.2022.61-68
https://doi.org/10.32347/2522-4182.9.2021.54-62



