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Анотація. Стаття присвячена проблемі уза-
гальнення впливу змінності жорсткості пруж-
них сталевих елементів на переміщення та кути 
повороту в Декартовій системі координат при 
розміщенні початку відліку координат в центрі 
ваги найбільшого перерізу. Розглянута консо-
льна пружна двотаврова сталева балка зі змін-
ною шириною полиці.  

Отримані формули, які показують вплив 
змінності перерізу ширини полиць двотаврів на 
момент інерції перерізу в двох головних пло-
щинах. Це дало змогу записати диференціальне 
рівняння вигину балки, як лінійного рівняння із 
змінними коефіцієнтами.   

Рішення диференціального рівняння дало 
змогу отримати аналітичні залежності для ви-
значення переміщень і кутів повороту перерізу 
консольних двотаврових сталевих балок із 
змінною  шириною полиць. Для підтвердження 
отриманих аналітичних виразів при переході до 
визначення прогинів і кутів повороту перерізів 
двотаврових балок з постійним перерізом вико-
ристано правило Лопіталя-Бернуллі. Отримано 
варіант формули наслідків другої чудової (осо-
бливої) границі при розкритті її невизначеності.  

Це дало змогу доказати аналітичним підхо-
дом  співпадіння отриманих рішень з рішення-
ми  для двотаврових балок постійного перерізу. 
Проведені числові дослідження також підтвер-
дили отриманий результат. Такий підхід може 
бути розповсюджений для двотаврових балок із  
змінною шириною полиць при різних умовах 
обпирання.  

Отримані формули переміщень дають змогу 
перевірити жорсткість консольних сталевих 
двотаврових балок при лінійній зміні їх жорс-
токості за обмеженнями граничних прогинів за 

проектом. Отримані результати також можливо 
використовувати для досліджень двотаврових 
балок при лінійній зміні жорстокості, у тому 
числі при зміні модуля деформації сталі при 
розвитку обмежених пластичних деформацій на 
окремих ділянках балки. 
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Артем Білик 
доцент кафедри металевих і 
дерев’яних конструкцій, 
к.т.н., доцент 
 

 

 
 
Валерій Нужний 
асистент кафедри металевих і 
дерев’яних конструкцій 
 

 

 
 
Любомир Джанов 
аспірант кафедри металевих і 
дерев’яних конструкцій 
 

 

 
 
 
Перестюк Вадім 
магістрант кафедри металевих і 
дерев’яних конструкцій 
 



 

Будівельні конструкції. Теорія і практика  07/2020                                                                                                 86 

ки; прогини; переміщення; кути повороту пере-
різу; диференціальне рівняння; згинальний 
момент; невизначеність границь і правило Ло-
піталя–Бернуллі.  

 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 
Раціональне та оптимальне проектування 

балок змінного перерізу, у тому числі із змін-
ною шириною полиць, відкриває можливість 
знаходити сучасні конструкції з ефективними 
витратами сталі. З іншого боку при визначенні 
максимальної несучої спроможності елементів 
в узагальненому виді з урахуванням розвитку 
пластичних деформацій теж вирішується задача 
із визначення переміщень балок, жорсткість 
яких змінюється через зміну модуля пружності 
перерізу. При проектуванні консольних систем 
значних прогонів, наприклад, навіси над три-
бунами стадіонів, однією з головних вимог  
стає розрахунок за другим граничним станом.    

У даній статті в узагальненому вигляді наве-
дено аналітичне рішення прогинів і кутів пово-
роту балок з лінійним законом зміни жорсткос-
ті  перерізу по довжині балки. Це відкриває 
можливість на першому етапі проектування 
достатньо близько підібрати раціональний пе-
реріз балки з урахуванням впливу зміни жорст-
кості.    Таким чином, аналітичні дослідження є 
підґрунтям для подальшої задачі раціонального 
чи оптимального вибору перерізу сталевих ба-
лок з урахуванням вимог двох граничних ста-
нів.  

 
АНАЛІЗ ПОПЕРЕДНІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 
 
Наразі існує широке коло досліджень вигину   

та стійкості пружних елементів змінної жорст-
кості [1,2,5,6], які заклали теоретичні основи 
підходів до розрахунку сталевих балок і колон 
із змінним перерізом. В подальшому ці дослі-
дження розвивались у напрямку вдосконалення 
аналітичного апарату метода скінченних еле-
ментів [2,3]. Також проведені дослідження  
стійкості та міцності пружних двотаврових 
елементів із змінною висотою перерізу при 
апроксимації  жорсткості балкових елементів і 
колон за параболічним законом [4,7,8, 
12,14,15,16,17]. Мета цих досліджень, через 
визначення коефіцієнтів розрахункової довжи-
ни,  привести розрахунки складних рамних 
систем із двотаврів зі змінною висотою стінки    
до традиційних підходів перевірки несучої 
спроможності рам із елементів постійної жорс-

ткості [7,8,10,13,14,16,17,18]. Ряд робіт присвя-
чені складним задачам просторовій роботі ста-
левих елементів змінного перерізу [7,8].   

При виборі та розрахунку рамних систем  
багатоповерхових будівель на різні наванта-
ження і впливи [9,11,18] виникає необхідність 
використовувати двотаври пониженої висоти, 
або композитні сталезалізобетонні конструкції 
з двотаврів із пониженою висотою перерізу. В 
таких конструкціях може бути досягнута     
більша ефективність за рахунок  використання 
змінності перерізу полиць зварних двотаврових 
або  коробчастих перерізів при сталій висоті 
профілю. Тому використання таких конструк-
тивних рішень підвищеної ефективності стри-
мується недостатністю узагальнених дослі-
джень з впливу зміни жорстокості балок на 
деформований стан конструкцій. Результати 
ряду таких досліджень приведені у наукових 
працях [7,8,12,15].   

Актуальність досліджень дає змогу оцінити 
не тільки вплив зміни геометричних розмірів 
конструкції, а і підійти до вирішення інших 
задач, пов’язаних із зміною жорсткості перерізу 
по довжині при зміні модуля деформації сталі 
при розвитку обмежених пластичних деформа-
цій, що важливо при розрахунку конструкцій 
на живучість [9,11]. 

 
ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 
Розглянуто вигин пружної двотаврової ста-

левої балки із змінною шириною полиць та із 

постійною висотою стінки ( 0h ). Прийята Дека-

ртова система координат, початок якої розта-
шовано у центрі ваги найбільшого перерізу. В 
основу розрахунку покладені робочі гіпотези 
вигину балок Ейлера-Бернуллі [1,2].  

Прийнята лінійна зміна ширини полиці бал-
ки. 
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Площа перерізу профілю змінюється за лі-
нійною залежністю: 

 

02 2 (1 )z fz f o w f fb z o wA b t h t b t h t     , 

де ( wt - товщина стінки).                                        
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В подальших рівняннях позначено через 

z

z
t

l
 , l  = довжина балки, fb  bx –  параметр 

(ступінь) змінності ширини полиці двотавра, 

0fb  – ширина полиці при 0 0t   (найбільша 

ширина), fnb – ширина полиці двотавра при 

1nt   (найменша ширина), через /zt z l - 

відносна поточна координата перерізу, з розта-
шуванням початку в найбільшому перерізі. 

Геометричні характеристики симетричного 
перерізу двотаврової сталевої балки при зміні 

ширини полиць позначено так: 0; ;xz x xnI I I  - 

відповідно поточний момент інерції площі пе-
рерізу балки, початковий, найбільший момент 
інерції перерізу балки і найменший момент 
інерції перерізу балки, 
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Відповідно, залежності зміни моментів інер-

ції перерізів сталевих балок при зміні ширини 
полиць відносно головної центральної осі ОХ 
будуть 
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(1). 

 
Вводиться приведене значення параметра 

зміни моменту інерції перерізу відносно осі ОХ 
- ( bx ). 
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Остаточно 

0

0

1

1
6

bx fb

w

f

h t

b t

 
 
  

 

 
 
 
(2) 

Тепер при параметрі зміни ширини полиці 
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 0 1 .xz x bx zI I t   (3) 

 
Таким чином, встановлена аналітична зале-

жність між параметром зміни перерізу полиці і 
параметром зміни моменту інерції всього пере-
різу відносно осі ОХ (2,3).  

 Відносно іншої осі ОУ закон зміни моменту 
інерції перерізу ( yzI ) має кубічну залежність 
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(5). 

 
Визначення кутів повороту перерізів кон-

сольної з змінною шириною полиць. Вигин 
консольної балки, яка завантажена на вільному 
кінці зосередженою силою - Р. Відповідно зги-
нальний момент вздовж балки змінюється за 

лінійним законом:  1xz zM Pl t  . 

 Диференціальне рівняння згину балки має 
запис [8]: 
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 0 1 (1 )x bx z zEI t Pl t      (6,а) 
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(6,б) 

 
Інтегрування диференціального лінійного 

рівняння (6,б.) дає диференціальну залежність 
кутів повороту перерізу по довжині балки   
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Коефіцієнт С1  визначається за граничними 

умовами защемленого кінця балки: 
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Таким чином, закономірність зміни кутів 

повороту перерізу балки із лінійним законом 
зміни жорстокості буде 
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(9) 

 
Перший випадок: 1zt  ; bx  0. На вільно-

му кінці балки кут повороту перерізу буде 
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Другий випадок: 1zt  ; bx  1,0. Вигин 

клиноподібної консольної балки 
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(10) 

 

Це рішення співпадає з відомим рішенням 
[17]. 

 Третій випадок: 1zt  ; 0bx  . Балка має 

постійний переріз, тоді функція кутів повороту 
(9) має вигляд  
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(11) 

 
Отриманий вираз (11) відноситься до випад-

ку невизначеності в теорії границь, так як має-
мо  
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Використаємо правило Лопіталя-Бернуллі 

(1696 р.). Так, за ним невизначеність відношен-
ня функцій дорівнює відношенню похідних цих 
функцій:  
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Далі 
 

     
0 02

1 ln 1 ln 1
lim lim

2bx bx

bx bx bx bx

bx
bx

 

   


 

             
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. 

 
Але можливий і інший запис останнього рі-

вняння, через формули наслідків другої чудової 
(особливої) границі: 
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







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Тепер вірно 
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Остаточно варіант формули наслідків другої 

чудової (особливої) границі є таким 
 

 
0 0

ln 1 ln 1
lim lim

2 2 2bx bx
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e
 


 

           
. 

 
(12) 

 
Таким чином, доказано що кут повороту ві-

льного кінця консольної балки дорівнює   
 

   2 2
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(13) 

 
А це відповідає максимальному куту пово-

роту вільного кінця консольної балки [17] пос-
тійного перерізу. Таким чином, підтверджена    
достовірність отриманої аналітичної формули 
для визначення кутів повороту консольної бал-
ки із змінним перерізом полиць (9). 

Прогин консольної двотаврової балки із 
змінною шириною полиць. Інтегрування ди-
ференціальної залежності (9) кутів повороту 
перерізів  металевої балки із змінною шириною 
полиць  приводить до аналітичного виразу про-
гинів консольної балки. Граничні умови закрі-
плення консольної балки: відсутність кутів 
повороту і переміщень у защемленні приводять 
до 2 0C  .  
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  
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 
(14) 

 
Диференціювання отриманого рівняння 

(14) дає рівняння кутів повороту перерізів (9). 
 Формула для визначення максимальних пе-

реміщень вільного кінця консольної балки буде 
при будь-якій змінності параметра ширини 
полиці 

 

 
23

3 2
0

(1 ) 2 3
ln 1

2
bx bx

n bx
x bx bx

Pl

IE
 

 
 

      
  

. 
 

(15) 
 

Випадок перший - параметр змінності ши-
рини полиць bx =1, що відображає форму по-

лиць у вигляді клину, відтоді прогин балки 
консолі буде 
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(16) 

 
 
Формула (16) підтверджує достовірність 

отриманих результатів, так  як відповідає рі-
шенню клиноподібної консольної балки із пос-
тійною висотою перерізу і змінною шириною 
[17]. 

При постійному перерізі консольної сталевої 
балки 0bx   останнє рівняння (16) перехо-

дить до невизначеності границь типу «0/0». Для 
розкриття невизначеності двічі скористаємося 
правилом Лопіталя-Бернуллі, і отримаємо рів-
няння 
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 
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За  отриманою формулою (12) варіанта фор-

мули наслідків другої чудової (особливої) гра-
ниці рівняння прогинів пружної сталевої кон-
сольної балки постійного перерізу (16) для ві-
льного кінця перейде до відомого аналітичного 

запису [17]:
3

03n
x

Pl

IE
  .  

Таким чином отримані формули для визна-
чення прогинів пружної консольної балки із 
змінною шириною полиці (14) та кутів поворо-
ту перерізу (9) є вірними і співпадають для гра-
ничних форм з відомими аналітичними рішен-
нями.  

 
ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ  
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 
 Узагальнено отримано аналітичний вираз 

для визначення прогинів (14) і кутів повороту 
(9) консольних сталевих балок зі змінною ши-
риною полиці при розташуванні початку коор-
динат в центрі ваги найбільшого перерізу. 
Отримано варіант формул наслідків другої чу-
дової (особливої) границі   
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Це дало змогу аналітично доказати співпа-
діння отриманих рішень при переході до двота-
врових балок постійного перерізу. Проведені 
числові дослідження також підтвердили отри-
маний результат. Такий підхід може бути роз-
повсюджений для двотаврових балок із змін-
ною шириною полиць при різних умовах обпи-
рання. Також отримані формули можуть бути 
використані при лінійній зміні всієї жорсткості 
балки з урахуванням зміни модуля деформації 
сталі.   
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Features of the analytical solution of the 
problem of displacement cantilever steel 

beams with variable flange depth  
 

Artem Bilyk, Valeriy Nuzhniy, 
Liubomyr Dzhanov, Vadim Perestiuk  

 

Summary. The article is devoted to the prob-
lem of generalization of the influence of the varia-
bility of stiffness of elastic steel elements on the 
displacement and angles of rotation in the Carte-
sian coordinate system when placing the origin of 
the coordinates in the center of gravity of the larg-
est cross section. Cantilever elastic I-beam steel 
beam with variable flange depth is considered. 

 The obtained formulas are shows the influence 
of the variability of the I-beam cross-section on the 
moment of inertia in two main axis. This made it 
possible to write the differential equation of beam 
bending as a linear equation with variable coeffi-
cients.  

The solution of the differential equation makes 
it possible to obtain analytical formulae for deter-
mining the displacements and angles of rotation of 
the cross section of cantilever I-beams with varia-
ble flange depth. To confirm the obtained analyti-
cal expressions in the transition to the definition of 
deflections and angles of rotation of the I-beams 
with a constant cross-section, the Lopital-Bernoulli 
rule was used. A variant of the formula for the 
consequences of the second remarkable (special) 
boundary in the disclosure of uncertainty is ob-
tained.  

This makes it possible to prove by an analytical 
approach the coincidence of the obtained solutions 
with the solutions for constant cross-section I-
beams. Numerical studies also confirmed the ob-
tained result. This approach can be applied to I-
beams with variable flange depth under different 
support conditions.  

The obtained displacement formulas make it 
possible to check the stiffness of cantilever steel I-
beams with a linear change in their stiffness of the 
beams according to the deflection limits. The ob-
tained results can also be used for research of I-
beams with variable flange depth under different 
support conditions. The obtained displacement 
formulas make it possible to check the stiffness of 
cantilever steel I-beams with a linear change in 
their stiffness of the beams according to the deflec-
tion limits. The obtained results can also be used 
for research of I-beams at linear change of stiff-
ness, including a change of the modulus of defor-
mation of steel at limited plastic work defor-
mations on different sections of a beam. 

 
Keywords. Elastic steel beam; cantilever beam; 

steel beam with variable depth of the flanges; dis-
placements; angles of rotation of the section; un-
certainty and the rule of Lopital-Bernoulli 


