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Анотація. При розробці нових скінчених 

елементів (СЕ) в рамках напіваналітичного 
методу скінчених елементів (НМСЕ), визнача-
льним фактором для досягнення високої ефек-
тивності їх застосування є вибір системи коор-
динатних функцій і методика виведення матри-
ці жорсткості. Апроксимація переміщення уз-
довж координати розкладу здійснювалася змі-
шаною системою координатних функцій, перші 
два члена якої належать поліномами Лагранжа, 
інші - Міхліна. На основі високо ефективної 
моментной схеми скінчених елементів (МССЕ) 
побудовані розв’язувальні співвідношення для 
універсального призматичного СЕ загального 
типу, який дозволяє визначати напружено-
деформований стан (НДС) для фізично і геоме-
трично нелійних задач призматичних тіл. 

Об'єкти виділеного класу використовуються 
в якості природних конструкцій, вузлів і дета-
лей в будівництві і різних галузях машинобу-
дування. Наприклад, до них відносяться фун-
даменти промислових і цивільних будівель, 
елементи перекриттів і покриттів, арочні греб-
лі, кронштейни, різці, зуби косозубих коліс та 
ін.  

Деформування розглянутих конструкцій ві-
дбувається під дією силових і температурних 
факторів, причому, через наявність істотних 
перепадів температур можлива зміна фізико-
механічних характеристик матеріалу. На сучас-
ному рівні розвитку техніки і технології в ок-
ремих елементах конструкцій допускається 
виникнення пластичних деформацій. Для ряду 
деталей в процесі експлуатації і виготовлення 
розвиток пластичних деформацій супроводжу-

ється істотною зміною первісної форми. Це 
характерно для процесів обробки металів тис-
ком, наприклад, при виготовленні штампових 
кубиків, протяжці смуг. Подальше вдоскона-
лення конструктивних рішень при розробці 
відповідальних вузлів і технологічних процесів 
багато в чому залежить від повноти та достові-
рності інформації про особливості зміни карти-
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ни напружено-деформованого стану в процесі 
навантаження. У зв'язку з цим розробка методів 
дослідження виділеного класу об'єктів є актуа-
льною проблемою. 

Ключові слова: напіваналітичний метод 
скінчених елементів; моментна схема скінчених 
елементів; універсальний призматичний скін-
чений елемент загального типу; геометрична 
нелінійність; фізична нелінійність; тер-
мов’язкопружнопластичне деформування;   
напружено-деформований стан. 

 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 
Серед просторових конструкцій, які ши-

роко застосовуються в різних областях тех-
ніки, значне місце займають призматичні 
тіла, геометричні і фізико-механічні харак-
теристики яких змінні за всіма трьома на-
прямками. 

В рамках цієї роботи будуть отримані 
розв’язувальні співвідношення, які дозво-
лять розглядати тривимірні об'єкти довіль-
ного, що не обов’язково однозв’язного, по-
перечного перерізу з деякими обмеженнями 
на характер зміни геометрії уздовж однієї з 
координат, а саме, об'єкт можна представи-
ти як результат руху точок поперечного 
перетину уздовж деяких просторових кусо-
чно-гладких кривих. У розглянутих тілах 
можуть бути також передбачені вирізи і 
отвори, контури яких паралельні координа-

тним поверхням.  
Такі просторові тіла будемо надалі іме-

нувати криволінійними призматичними, а 
при наявності неоднорідності фізико-
механічних властивостей матеріалу - кри-
волінійними неоднорідними призматични-
ми тілами. 

Необхідність вивчення напружено-
деформованого стану криволінійних неод-
норідних призматичних тіл призводить до 
вирішення складних просторових задач 
термопружності та термопластичности як 
при малих, так і при великих пластичних 
деформаціях. Метою даної роботи є отри-
мання розрахункових співвідношень МССЕ 
універсального призматичного СЕ загаль-
ного типу для фізично і геометрично нелі-
нійних задач деформування криволінійних 
призматичних тіл. 

 
УНІВЕРСАЛЬНИЙ ПРИЗМАТИЧНИЙ 

СКІНЧЕННИЙ ЕЛЕМЕНТ ЗАГАЛЬНОГО 
ТИПУ  

 
Для дослідження призматичних тіл зі 

змінними геометричними і фізичними ха-
рактеристиками розроблений скінчений 
елемент у вигляді криволінійної призми 
(рис. 1). 

 

 

 
Рис.1. Універсальний призматичний скінчений елемент загального типу. 
Fig.1. Universal prismatic finite element of general type 
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У місцевій системі координат елемент 
являє собою прямокутний паралелепіпед, 
поперечний переріз якого - квадрат з 
одиничними сторонами, а довжина 
дорівнює двом. Уздовж осі елемента x3 

розташована деяка кількість точок 
інтегрування Ki (i=1,2…L), положення яких 
визначено відповідно до вимог формули 

інтегрування Гауса. Значення координат 
вузлів задаються в базисній системі 
координат для перерізів, які при переході 
до місцевої системи відображаються на 
площині xi =const, що проходять через Ki.  

У площині поперечного перерізу 
елемента переміщення розподіляються 
згідно білінійну закону: 

 

 
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 2

1 1 1

2 2 41 1
' 'm m

S S

u = u S x + S x +S S x x +
S S=± =±

 
 
 

 
 

(1)

 

де  1 2
'm

u
S S

- значення вузлових компонент 

вектора переміщень;  

1S  і 2S  - подвоєні координати вузлів в 

напрямках 1x  і 2x . 

У відповідності з прийнятим законом 
(1), знаходимо переміщення і їх похідні в 
центрі елемента: 
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(2) 

 
В напрямку 3x  вузлові переміщення ап-

роксимуються розкладум виду: 
 

   1 2 1 20

L
l

' lm m'l=

u = u φ ,
s s s s  (3) 

 

де через   1 2
lm'

u
s s

 позначені коефіцієнти 

розкладу переміщень в ряд по координат-
ним функціям lφ . Для температур також 
прийнято білінійний закон розподілу в ме-
жах поперечного перерізу елемента: 

 

 
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 2

1 1 1

2 2 41 1S S

T = T S x + S x +S S x x +S S
=± =±

 
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   (4) 

 
Значення температури і їх похідні в цен-

трі перерізу отримуємо аналогічно (2). 
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Компоненти тензора пружних постійних 
і визначника матриці, складеного з компо-
нентів матричного тензора, мало зміню-
ються в межах поперечного перерізу еле-
мента і прийняті рівними їх значенням в 
центрі перерізу: 

 
ijmn ijmnc c ,g g ,    (6) 

 
де    g = det g ,g = det g .   

 
Таке припущення дозволяє скоротити 

об’єм розрахунків, не зменшуючи точність 
рішення [8]. 

Виходячи з основних положень момент-
ної схеми кінцевих елементів [9], предста-
вимо складові тензора повної деформації 
відрізками ряда Маклорена: 

 

       
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де   

 00
ij α

ij ij α ij.α αx

dε
ε = ε ,ε = x = α i, j .= dx

  

Коефіцієнтом розкладу 
2

33
2'

d ε

dx dx
, нехтує-

мо, як величиною вищого порядку малості. 
Враховуючи введені раніше припущення 

про постійність компонент тензора пруж-
них констант і визначника матриці, складе-
ного із компонент матричного тензора, мо-
жна представити напруження через коефі-
цієнти розкладу їх в ряд Маклорена 

 
   

 
   3
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(8) 

Членом  α α
,ασ  нехтуємо, оскільки він не 

дає внесок в енергію деформації елемента. 
Коефіцієнти розкладу компонент тензо-

ра повної деформації в ряд Маклорена ви-
разимо через умовні значення вектора пе-
реміщень в центрі елемента: 
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Взявши до уваги те, що переміщення і їх 
похідні в центрі поперечного перерізу еле-
мента знаходяться відповідно (2), відно-
шення (9) запишемо через вузлові значення 
вектора переміщень: 
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Використовуючи розклад вузлових пе-

реміщень в напрямках 3x  в ряд по коорди-

натним функціям (3), отримуємо наступні 
формули для коефіцієнтів розкладу повних 
деформацій в ряд Маклорена: 
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ВИВЕДЕННЯ РІВНЯНЬ РІВНОВАГИ І 

МАТРИЦІ ЖОРСТКОСТІ СЕ 
 

Процес деформування просторових тіл 
описується у відповідності з варіаційним 
принципом можливих переміщень. Об’єкт 
апроксимується системою із М кінцевих 
елементів, рівняння рівноваги якої має ви-
гляд: 

                 1

0.
M

m m
m=

δW δA =                     (12) 

Запишемо вираз варіації енергії дефор-
мації одного скінченого елемента: 

 
1 2

3

1 2 3

3
1 2

1 1
12 2

11 1

2 2

ij
ij

x
x x

x = x =
x =

δW = σ δε gdx dx dx .
=

= =
 

   (13) 

 
Використовуючи представлення компо-

нент тензорів напружень і деформацій ви-
разами Маклорена (7), (8), отримаємо: 
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3 3 33
3 3 33
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1 2

1 1
12 2
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α α α α α α α

, α α α α α , α , α

x
x x

x = x =
x =

δW = σ +σ x δ ε + ε x + σ +ε x +
=

= =

 
 

 
       

 

 
    

  3 33 3 12 1 2 3
3 123 3 32 2α αα α

α, α α, α+ σ +σ x δ ε + ε x + σ δε gdx dx dx . 
     

 

(14) 

Проінтегруємо вираз (14) в області по-
перечного перерізу згідно з формулами:

 

1 2

1 2

1 2

1 1

2 2
1

1 1
2 2

x x

x = x =

dx dx = ,

= = 
 
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1 2

1 1

2 2
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1 1
2 2

α

x x

x = x =

x dx dx = ,

= = 
 

1 2

1 2

1 2

1 1
02 2
1

1 1 12
2 2

α β

x x

x = x =
,α = β

x x dx dx =
,α = β

= =




 

   

(15) 

Після інтегрування маємо: 
 

 
 

         
 

  
1 2

333 3
3 3 33 3 3 3

11

1
( 2 )

12
α α αij

ij , α α α , α , α , α , α α, α
α=

δW = σ δε + σ δε σ δε σ δε gdx   


          (16) 

Для зручності подальших записів перейдемо до матричної форми запису: 
 

       
1 2

3

11

1
(( )

12
Т Т

,α ,α
α=

δW = δ ε σ δ ε σ gdx ,


      (17) 

де  

   11 12 22 23 31 33

T T
ε = ε ε ε ε ε ε ,          22,1 23,1 33,11

TT

,
ε = ε ε ε ,       11,2 31,2 33,22

TT

,
ε = ε ε ε ,   

 
(18) 

   11 12 22 23 31 33 TT
σ = σ σ σ σ σ σ ,          22 23 33

.1 .1 .11

TT

,
σ = σ σ σ ,    22 23 33

.2 .2 .22

TT

,
σ = σ σ σ ,

 
(19 

Запишемо компоненти векторів  ε  і 

  ,α
ε  через компоненти вектора коефіцієн-

тів розкладу вузлових переміщень по коор-

динатним функціям  lu , згідно (11):

 
           

4

3
0

l l
, l

l=

ε = E φ + F φ u ,
  
           

4

3
0

T l l
, l,α ,α

l=

ε = E φ + F φ u ,  (20) 

де  

         1 1 1,1 1 1 1,1

T

T

l ' ' ' 'm m m m
u = u u u u

, ,

                                 
(21) 

m = 1,2,3 
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Компоненти матриць  E ,  F ,  ,α
E  

, ,α
F  знаходяться відповідно відношенням 

(11). 

Варіацію енергії деформації скінченого 
елемента (17) зобразимо з врахуванням 
(20):

           
1

3
01

( (
l

T TT l l
l ,

l=

δW = δ u E φ + F φ δ +

   

(22) 
 

                   
2

3
3

1

1
( ( ) )

12

T T TT l l l l l
l , ,α,α ,α ,α

α=

δ u φ E φ φ E φ F φ σ gdx     

 
Інтегрування по 3x  виконаємо чисельно, 

використовуючи формулу Гауса, в резуль-
таті отримаємо: 

     
2 4

1 0

T T

l l,α
α= l=

δW = F δ u r ,         (23) 

де  

 lr  - вектор амплітудних значень вузлових 

реакцій:

 

                   
2 2

1 1 1

1 1
((( ) ) )

12 12

N
T T T Tl l

l k k,α,α
k= = α=

r = E σ + E φ + F σ + F σ φ g H .



     (24) 

Компоненти векторів  σ ,  ,α
σ , що 

входять до виразу (24), є вільними функці-
ями координати 3x ; через kH  позначені 

залежні функції. 
Для виводу лініарізованої матриці жорс-

ткості універсального призматичного СЕ 
запишемо рівняння рівноваги в приростах: 

 

    0.δ W δ A =    (25) 

 
Варіація приросту енергії деформовано-

го СЕ розраховується за формулою:

 

                       
2 2

3
0 1 1 1

1
((( (

12

L N
T T T TT T l l

l l , kk,α ,α,α ,α
l= k= α= α=

δ W = δ u LE δ u E σ φ F σ F σ φ g H .             (26) 

Коефіцієнти розкладу приростів напру-
жень пов’язані з коефіцієнтами розкладу 
приростів деформацій: 

    σ = D ε ,          ,α ,α,α
σ = D ε     (27) 

Компоненти матриць  D  і   α,D  обчис-

люються з врахуванням залежності фізико-
механічних параметрів матеріалу від тем-
ператури і рівня розвитку пластичних де-
формацій [2]. 

Запишемо коефіцієнти розкладу прирос-
ту деформацій в ряд Маклорена, які вхо-
дять в (27) через приріст переміщень. Тоді 
вираз (26) можна записати в наступному 
вигляді: 

      
0 0

L L
T

l lp p
l= p=

δ W = δ u K u
       (28) 

Через lpK     позначена амплітудна ліне-

арізована матриця жорсткості:
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K = E В E φ φ + E D F φ φ + F D E φ φ +

+ F D F φ φ + E D E φ φ +
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  (29) 
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При побудові лінеарізованої матриці 
жорсткості компоненти матриці жорсткості 
компоненти матриць зв’язку приросту на-
пружень з приростами деформацій є змін-
ними і відображають зміну характеристик 
матеріалу в пластичній області напружен-
ня. Однак, в роботі [1] показано, що в зада-
чах пластичності доцільно використовувати 
початкову матрицю жорсткості, отриману 
на першому пружному кроці. 

Приймемо, що зв’язок між коефіцієнта-
ми розкладу приростів деформацій і на-
пружень здійснюється по лінійному закону. 
Тоді в виразі (27) замість матриць  D , 

  α,D увійдуть матриці  С ,   α,С , сформовані 

компонентами тензора пружніх постійних. 
Враховуючи введені пропозиції отрима-

ємо вираз для початкової матриці жорстко-
сті скінченого елемента: 
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K = E C E φ φ + E C F φ φ + F C E φ φ +

+ F C F φ φ + E C E φ φ +

+ E C F φ φ + F C E φ φ + E C F φ φ g H
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  (30) 

 
Важливим частковим випадком даної 

методики, яка дозволяє значно скоротити 
об’єм розрахунків, є розгляд тіл, геометри-
чні характеристики яких постійні вздовж 
координати розкладу, а змінюються тільки 
фізичні параметри. 

Для тіл, геометрія яких не змінилася 
вздовж z3'  відрізняються від нуля тільки 
наступні компоненти тензора перетворень: 

1 2
.2 .10     0

' ' 'i
.iz , z = z             (31) 

Тоді, використовуючи mn
n
j

m
iij gzzg '

,
'

, , 

отримаємо, що компоненти 13g  і 23g  мет-

ричного тензора рівні нулю: 

13 23 0g = g =                      (32) 

В цьому випадку достатньо обчислити 
матриці, які встановлюють зв’язок між ко-
ефіцієнтами розкладу деформацій в ряд 
Маклорена з коефіцієнтами розкладу вуз-
лових переміщень в ряд по координатним 
функціям в одному із перерізів. Оскільки 
ненульові елементи матриць для даного 
випадку є постійними вздовж координати 
розкладу, то вираз для вектора амплітудних 
значень вузлових реакцій (24) спроститься 
наступним чином: 

 

                  
2
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1
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T T T Tl l l l
l ,α

α=

r = E I + F I + E I + F I g ,
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
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де  
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J = σ ,αφ H , 

 (34) 
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Компоненти матриць, встановлюючи 
зв’язок коефіцієнтів розкладу деформацій і 
напружень в ряд Маклорена  C  і  C  об-

числюються згідно  
)( nimjnjmiijmnijmn ggggggC    

через компоненти метричного тензора і 
величини  3'λ z  і  3'μ z , які змінюються 

вздовж координати розкладу. Як наслідок, 
компоненти матриць  C  і  C ,α   також є 

змінними величинами, але їх можна запи-
сати, виділяючи окремо постійні і змінні 
вздовж координати розкладу фрагменти: 

 

       3 3' 'C = λ z С ,α + μ z С μ,  

       3 3' 'C ,α = λ z С αλ+ μ z С ,αμ,    (35) 

 
Тоді матриці  C α ,  C μ,   С ,αλ , 

 С ,αμ  достатньо визначити в одному з 

перерізів тіла, а чисельне інтегрування про-
водити, враховуючи тільки величини, зале-
жні від 3z ' . 

Для компактності запису виразів для 
коефіцієнтів матриці жорсткості універса-
льного призматичного СЕ загального типу з 
змінними фізико-механічними параметрами 
введемо наступні позначення: 

    1
1

N
l plp

k
k

k=

J = αφ φ H ,             2 3
1

N
l plp

, k
k

k=

J = αφ φ H ,   

    3 3
1

N
l plp

, k
k

k=

J = αφ φ H ,             4 3 3
1

N
l plp

, , k
k

k=

J = αφ φ H ,  

    1
1

N
l plp

k
k

k=

I = μφ φ H ,             2 3
1

N
l plp

, k
k

k=

I = μφ φ H ,   

    3 3
1

N
l plp

, k
k

k=

I = μφ φ H ,                4 3 3
1

N
l plp

, , k
k

k=
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(36) 

Тоді матриця жорсткості СЕ зі змінними фізичними параметрами визначається за фо-
рмулою: 
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(37) 

де 

   lp lp
n n λ n µlp

C = J C + I C ,    

     lp lp
n n n,αlp ,αλ ,αµ

C = J C + I C  

 
ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНЬ В  
ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНИХ  

ЗАДАЧАХ 
 
Представимо напруження в актуальній 

конфігурації як суму напружень, досягну-
тих при деформації тіла в змінній відліко-
вій конфігурації ijσ  і приросту напружень 
∆ σij

, зумовленими пружними деформація-
ми при переході до актуальної конфігура-
ції: 

ij ij ijσ = σ + σ ,  (38) 

або, відносно всіх вхідних конфігурацій в 
(38) до величин актуальної конфігурації: 

ij ij ijσ = σ + σ ,  (39) 

Перейшовши до тензорної форми (38) і 
(39) запишемо у вигляді: 

σ = σ+ σ
  

  
(40) 

 

σ = σ+ σ
  

  
(41) 

 
де 

ij ij
i j i jσ = σ R R , σ = σ r r ,

    
  

 

ij ij
i j i jσ = σ R R , σ = σ R R

 

 
   

  
(42) 

Тут σ


 - тензор, який характеризує час-
тину напружень в актуальній конфігурації, 
обумовлених попередніми напруженнями, 
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тобто переходом від початкової відлікової 
конфігурації до змінної відлікової. 

Виходячи з (40), приріст напружень: 

σ = σ σ .
  

   
(43) 

 
В цьому випадку σ  являє собою добу-

ток матеріальної похідної σ


 на t : 

σ t σ σ
  

  


  
(44) 

З іншої сторони, з (41) 

σ t σ σ
  

  


 
(45) 

Такий підхід еквівалентний використан-
ню об’єктивної похідної Олдроіда від тен-
зора напружень [5]: 

olσ t = σ σ
  

   
(46) 

Покажемо це. 
1 1

( ) ( ).ol Tσ = σ σ σ σ R σ R σ
t t

      

      
 

   
     (47) 

Взявши до уваги, що 

R = E+ U ,


 
 

 
(48) 

маємо

 
1 1

( ) ( ).ol T T T T Tσ = σ σ σ U U σ U σ U σ σ σ R U U R σ
t t

         

            
 

        
             (49) 

Враховуючи, що при 0:t   

, , , ,TU = dt R E R E  
 

    
       , 

отримаємо вираз для об’єктивної похідної, 
яка відповідає похідній, взятої за Олдроі-
дом: 

 ol Tσ = σ σ σ 
   

 
  

               (50) 
 

ТЕРМОВ’ЯЗКОПРУЖНОПЛАСТИЧНЕ 
ДЕФОРМУВАННЯ 

 
В даній роботі використовуються визна-

чальні відношення для ізотропного матері-
алу при умові малості пружніх деформацій. 
В якості міри швидкості деформації засто-
совується похідна Олдроіда від тензора 
деформацій, в якості міри швидкості зміни 
напруженого стану – похідна Олдроіда від 
тензора Коші [7]. Для ізотропних матеріа-
лів справедливе адитивний розклад швид-
кості деформації на пружну, пластичну і 
повзучу складові. Враховуючи, що 

                     
ol

ε = ε t,


                          (51) 
аналогічне розкладу можна записати і для 
приростів [6]: 

           
l P C

ε = ε + ε ε ε
  

                (52) 
Фізичні відношення для пружніх складо-

вих запишемо в формі закону Гука для 
приростів: 

                        
l

σ = С ε ,


                      (53) 

де olσ = σ t


   

Приріст температурних деформацій ви-
значається за формулою: 

                       ε = L T .
 

 


                    (54) 
 
Для визначення пластичних деформацій 

і деформацій повзучості використовуються 
закони пластичної текучості [3] і зміцнення 
[4, 10]: 

                      
P

Pε = dλ S ,
 

                      (55) 

                      
С

Cε = dλ S ,
 

                     (56) 

 
Визначальні відношення, записані в фо-

рмі (53) – (56) об’єктивні, індиферентність 
вхідних в них величин була показана рані-
ше. 

Головні параметри, вхідні в рівняння 
стану, визначаються з дослідів на простий 
розтяг або стиск при різних температурах 
нагріву циліндричних зразків і різної швид-
кості деформування. Діаграми зміцнення, 
побудовані в координатах (інтенсивність 
напружень) – (параметр Одквіста, який для 
одномірного деформування співпадає з – 
інтенсивністю логарифмічної міри дефор-
мацій) і, як показано в роботі Тормахова 
[11], достатньо повно характеризує поведі-
нку матеріалу за границею пружності в 
процесах, близьких до простих ,що супро-
воджуються великими нелінійними дефор-
маціями. 

Для побудови рівнянь МССЕ використо-
вуємо вираз варіації енергії деформації уні-
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версального призматичного СЕ загального типу в актуальній конфігурації: 
 ) 

1 2
3

1 2 3

3
1 2

1 1
12 21

2 11 1
2 2

ij
ij

x
x x

x = x =
x =

δW = σ δG Gdx dx dx .
=

= =
 

  

 

(57 

 
де ijG  - компоненти метричного тензора, 

знаходять за  формулою 
 

ijij
m
j

m
і

m
j

m
і

m
j

m
і

m
j

m
іij GguuZuuZZZG   ~~~~~

,,,,,,,, . 

 
Враховуючи, що при варіюванні в актуа-

льній конфігурації ijg~  залишається незмін-

ним, перетворимо вираз (57): 

 

1 2
3

1 2 3

3
1 2

1 1
12 21

2 11 1
2 2

ij
ij

x
x x

x = x =
x =

δW = σ δ G Gdx dx dx .
=

= =


 

  
 

(58) 
Перейшовши до деформацій в актуаль-

ній конфігурації згідно 

 kljl
ij

jlik
ij

kl GgGG 
2

1~ , отримає-

мо: 
 
 

 

1 2
3

1 2 3

3
1 2

1 1
12 21

2 11 1
2 2

ij
ij

x
x x

x = x =
x =

δW = G δ ε Gdx dx dx .
=

= =

 
 

    (59) 

Представивши у відповідності з МССЕ 
компоненти тензорів деформацій і напру-
жень відрізками ряду Маклорена і викона-
вши інтегрування в області поперечного 

перерізу, запишемо вираз енергії деформа-
ції СЕ в актуальній конфігурації в матрич-
ній формі: 

 

       
1 2

1 1

1
(( ) ( ) )

12
T T

,α ,α
δW = σ σ



   
 

        (60) 

де 

   11 12 22 23 31 332 2 2
Т Т

ε = ε ε ε ε ε ε .              

       333 3 3 32
ТТ

,αα α ,α α ,α,α
ε = ε ε ε .          

Знаходимо варіацію приростів деформа-
цій в актуальній конфігурації, використо-

вуючи вираз )
~~

(
2

1
,,,,,,
m
j

m
і

m
j

m
і

m
j

m
іij uuZuuZ   : 

 

    1 1

2 2

' ' ' ' ' 'm m m m m m
ij ,i , j , j ,i ,i , jδ ε = Z δU +Z δU +δ U U =  (61) 

Взявши до уваги формулу m
і

m
і

m
і uZZ   ,,,

~ , 

приведемо (61) до вигляду, аналогічному 
запису варіації приростів лінійної дефор-
мації: 

   1

2

' ' ' 'm m m m
ij ,i , j , j ,iδ ε = Z δU + Z δU       (62) 

 

Це дозволить показати варіації приростів 
деформацій і їх похідних в формі, співпа-
даючій з отриманими раніше формулами 
для малих пластичних деформацій: 

 

            .3
0

L
l l

l
l=

δ ε = E φ + F φ δ U   
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          .3

0

L
l l

,α .α .α
l=

ε = E φ + F φ       (63) 

Елементи матриць  E ,  F ,  .αE ,  .αF  
визначаються по значенням компонент тен-
зора перетворення, обчисленим в актуаль-
ній конфігурації. 

Підставимо (63) в вираз варіації енергії 
деформації скінченого елемента (60) і після 
чисельного інтегрування по формулі Гауса, 
отримаємо: 

                 
  

0

L

l l
l=

δW = δ U r                (64) 

 
де  lr  - вектор вузлових реакцій.  

По вигляду вираз (65) співпадає з отри-
маним без врахування великих пластичних 
деформацій, однак записано в актуальній 
конфігурації.

 

                   
.3

1 1 1

1 1
((( ( )

12 12

N Z Z
T T T Tl l

l k k,α ,α,α ,α
k=

r = E σ E σ φ F σ E σ φ G H
  

    
 

       (65) 

 
При розрахунку елементів лінеарізованої 

(з врахуванням зміни геометрії матриці 
жорсткості) використовуються отримані 
раніше співвідношення (30), а всі вхідні 
величини обчислюються в змінній відліко-
вій конфігурації на кожному кроці по пара-
метру зсуву.  

 
 

ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ  
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 

Отримані розрахункові співвідношення 
МССЕ універсального призматичного СЕ 
загального типу – вирази матриці жорстко-
сті і вектору вузлових реакцій – для 
розв’язання геометрично нелінійних задач 
термов’язкопружнопластичності призмати-
чних тіл. Що дозволить в подальшому дос-
ліджувати напружено-деформований стан  
криволінійних неоднорідних призматичних 
тіл. 
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UNIVERSAL PRISMATIC FINITE 

ELEMENT OF GENERAL TYPE FOR 
PHYSICALLY AND GEOMETRICALLY  

NONLINEAR PROBLEMS OF DE-
FORMATION OF PRISMATIC BODIES 

 

Oleksandr Guliar,   Yurii Maksymiuk  
Andrii Kozak,   Oleksandr Maksymiuk  

 

Summary. When developing new finite ele-
ments within the semi-analytical finite element 
method, the determining factor for achieving high 
efficiency of their application is the choice of co-
ordinate functions and the method of deriving the 
stiffness matrix. The approximation of the dis-
placement along the coordinate of the schedule 
was carried out by a mixed system of coordinate 
functions, the first two members of which belong 
to the Lagrange polynomials, the others to Michlin. 
On the basis of a highly efficient finite element 
torque scheme, the solution relations for the uni-
versal prismatic FE of the general type are con-
structed, which allows to determine the stress-
strain state for physically and geometrically non-
linear problems of prismatic bodies. 

Objects of the allocated class are used as natu-
ral designs, knots and details in construction and 
various branches of mechanical engineering. For 
example, they include the foundations of industrial 
and civil buildings, elements of floors and cover-
ings, arched dams, brackets, cutters, teeth of heli-
cal gears, and others. Deformation of the consid-
ered designs occurs under the influence of force 
and temperature factors, and, because of existence 
of essential differences of temperatures change of 
physical and mechanical characteristics of material 
is possible. At the current level of development of 
technology and technology in some structural ele-
ments allowed the occurrence of plastic defor-
mations. For a number of parts in the process of 
operation and manufacture, the development of 
plastic deformations is accompanied by a signifi-
cant change in the original shape. This is typical 
for the processes of processing metals by pressure, 
for example, in the manufacture of stamped cubes, 
drawing strips. Further improvement of design 
solutions in the development of responsible com-
ponents and technological processes largely de-
pends on the completeness and reliability of infor-
mation about the peculiarities of the change in the 
picture of the stress-strain state during loading. In 
this regard, the development of methods for study-
ing a selected class of objects is an urgent problem 
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