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У статті приведено загальне рішення рівняння стійкості стержня 

шарнірно закріпленого на нижньому кінці та пружно закріпленого на 

верхньому кінці. Надано обґрунтування отриманого узагальненого 

критерію стійкості та наведено рішення тестових задач.  

 

В статье приведено общее решение уравнения устойчивости стержня 

шарнирно закрепленного на нижнем конце и упруго закрепленного на 

верхнем конце. Предоставлено обоснование метода и приведены 

решения тестовых задач. 

 

The article gives a general solution of the equilibrium stability of the rod 

hinged on the lower end and elastically secured to the upper end. The 

justification of the method is provided and the solution of the test tasks is 

given. 
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Актуальність роботи полягає в узагальненні теоретичного методу 

розрахунку стійкості стержня, що одним кінцем закріплений шарнірно. 

Аналіз основних досліджень та публікацій. 

У статті розглянуто загальне рішення втрати стійкості стержня 

шарнірно закріпленого в одному кінці та на пружних опорах з іншого. У 

витоків теорії стійкості стояв Л. Ейлер, отримав формулу для визначення 

критичної сили  шарнірно закріпленого стержня [1]. Для ряду випадків 

стрижнів постійного і змінного перерізу з жорсткими [1,2,3,11] і пружними 

опорами отримані відповідні критерії наукових розробках [3,6,7,11]. 

Розроблені узагальнені методики визначення стійкості стрижнів за 

експериментальними даними при різних граничних умовах [5,12]. 

Стійкості стрижнів з урахуванням розвитку обмежених пластичних 

деформацій і початкових недосконалостей та місцевої стійкості присвячені 

роботи [8,9,10,13]. 

Постановка задачі. Отримати узагальнений критерій стійкості 

стрижня шарнірно закріпленого на нижньому кінці та пружно 

закріпленого на верхньому кінці при сприйманні згинального моменту та 

поперечних сил. 

Мета і задача досліджень. Отримати на основі методу початкових 

параметрів узагальнений критерій стійкості стрижня шарнірно 

закріпленого на нижньому кінці та пружно закріпленого на верхньому 

кінці при сприйманні згинального моменту та поперечних сил. 

Методика досліджень будується на аналітичних дослідженнях 

стержнів методом початкових параметрів [3]. 

 
Рис.1.  
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Напишемо загальне рівняння прогинів, кутів повороту та згинальних 

моментів за методом початкових параметрів при використанні загального 

вигляду і позначення параметрів за [4,7]. 
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(1) 

У рівняннях (1) використані позначення параметрів стійкості: z  –

переміщення поточного перерізу, z  – кути о перерізів з довільною 

координатою z, xzM  – згинальний момент в поточному перерізі, 

0 0 0 0; ; ;xM Q   – відповідно початкові переміщення, кути повороту 

перерізу, згинальний момент, і попечена сила в перерізі з координатою 

z=0. Параметр стійкості прийнято в загальному відомому вигляді. 
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(2) 

Рівняння рівноваги у загальному вигляді стрижня з граничними 

умовами (рис.1) мають вид. 
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Відповідно при граничних умовах (3) рівняння методу початкових 

параметрів (1) для стрижня (рис.1) приймають спрощений вид. 
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(5) 

Таким чином, об’єднання першого і другого рівняння при граничних 

умовах z=l в системі рівняння (5) приводить до рівняння рівноваги (4). 

Для граничних умов z=l система рівнянь (5) може бути записана так. 
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Нетривіальне рішення системи рівнянь (6) буде дійсним при рівності 

нулю визначника системи при невизначених коефіцієнтах: 

 

     

2 2
2

02

2
2

0

1 cos( ) sin( ) cos( )
2 2

1 sin( ) sin( )cos( ) 0
2

q r r
N N x N M N M q N x

N x

q r
N x N q N x N N M

N

k b b
l EI l k l k k l EI

EI

k b
EI l k l EI l l k

    


    


       
   

     

 

Виносимо за дужки sin( )N l . 
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(7) 

Загальний критерій стійкості стрижня при пружному защемленні 

верхньої опри і шарнірно опертому нижнього кінця матиме остаточно 

такий запис трансцендентного рівняння. 
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(8) 

Випадок 1, тест1. Шарнірно обпертий стрижень Mk =0 qk  (рис. 

2,а). 
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Отримано традиційний критерій стійкості шарнірно-опертого стрижня 

[1]. 

Випадок 2, тест 2. Стрижень шарнірно обпертий нижнім кінцем і 

жорстко защемлений на верхніх вільних котках Mk   qk =0 (рис. 2,б). 
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Отримано традиційний критерій стійкості з однією шарнірною опорою 

інший кінець жорстко защемлений на вільних котках, що аналогічно 

консольно-защемленому стрижню [1,2]. 

Випадок 3, тест 3. Стрижень шарнірно обпертий нижнім кінцем і 

жорстко защемлений на верхній опорі Mk     qk   (рис. 2,в). 
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Отримано традиційний критерій стійкості з однією шарнірною опорою 

і жорстко защемленим кінцем [1,2]. 

Випадок 4, тест 4. Стрижень шарнірно опертий нижнім кінцем і 

пружно защемлений на вільних котках опори: 0Mk     0qk   (рис. 2,г). 
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Критерій (11) співпадає з критерієм, отриманим у роботі [2,7]. 
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Випадок 5, тест 5. Стрижень шарнірно обпертий нижнім кінцем і 

пружно защемлений, горизонтальні переміщення відсутні 0Mk   

qk   (рис.2,д). 
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Критерій (12) співпадає з критерієм отриманим у роботі [2,7]. 

 

 
     а                   б           в            г             д                 е 

 

Рис.2. Випадки закріплення опор: а) випадок 1; б) випадок 2; 

в) випадок 3; г) випадок 4; д) випадок 5; е) загальний випадок 

 

Висновок. Виведений загальний критерій (8) втрати стійкості стержня 

з шарнірно закріпленим нижнім кінцем та пружно закріпленого на 

верхньому кінці при можливості горизонтальних переміщень і куту 

повороту защемленої опори в окремих розглянутих випадках співпадає з 

критеріями стійкості отриманими іншими авторами. Тестові задачі 

показують правильність отриманого критерію. 
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