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У статті приведено узагальнені рішення ряду задач з пластичного 

деформування сталевих елементів. Визначено приведене значення 

модуля деформації перерізу при розвитку підвищених пластичних 

деформацій. Показано взаємозв’язок між підвищеними пластичними 

деформаціями і радіусом кривини балки. 

 

В статье приведены обобщенные решения ряда задач пластического 

деформирования стальных элементов. Определено приведенное 

значение модуля деформации сечения при развитии повышенных 

пластических деформаций. Показана взаимосвязь между 

повышенными пластическими деформациями и радиусом кривизны 

балки. 

 

In the article the generalized solutions of a number of tasks on plastic 

deformation of steel elements are given. The reduced value of the total 

deformation module of the cross section due to the development of 

increased plastic deformations is determined. The relationship between 

elevated plastic deformations of the cross section and radius of curvilinear 

beam is shown. 
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Актуальність роботи. Живучість конструкцій обумовлена здатністю 

конструкції виконувати основні функції незважаючи на отримані 

пошкодження. В цьому відношенні визначення максимальної несучої 

спроможності сталевих елементів з урахуванням розвитку надмірних 

пластичних деформації є актуальною науково-технічною проблемою. 

Аналіз основних досліджень і публікацій. В статті розглянуто роботу 

балок з урахуванням розвитку надмірних пластичних деформацій. 

В нормативних документах з проектування металевих конструкцій 

надана можливість проектувати сталеві конструкції з урахуванням 

розвитку обмежених пластичних деформацій [1,2,3]. А при певних умовах 

визначати несучу спроможність сталевих балок з урахуванням утворення 

шарніра пластичності [2,3]. Перші теоретичні положення розрахунку 

складних конструкцій з урахуванням пластичних деформацій були 

обґрунтовані в роботах [4,5,6]. В подальшому розвиток аналітичних 

підходів до розрахунку конструкцій з урахуванням пластичних 

деформацій набув у відомих дослідженнях [7,8,9,10,11]. Але для 

використання запасів несучої спроможності сталевих конструкцій з 

урахуванням розвитку пластичних деформацій необхідно було розробити 

принципи двох граничні станів, тому важливим етапом стали дослідження 

і формулювання принципів розрахунку сталевих конструкцій з 

урахуванням обмежених пластичних деформацій. Теоретичні основи 

такого нормативного підходу закладені у відомих роботах [12,13,14,15]. В 

подальших дослідженнях розрахунок сталевих конструкцій з урахуванням 

обмежених пластичних деформацій був розповсюджений на широкому 

класі металевих конструкцій [16,17,18]. Надалі дослідження проводять у 

напрямку використання більш складних апроксимацій діаграми розтягу 

сталі при розрахунках розвитку обмежених пластичних деформацій 

[19,20,21]. Також важливим напрямком є розрахунок тонкостінних 

конструкцій з урахуванням впливу розвитку пластичних деформацій 

[22,23,24], а також в балках з гнучкою стінкою постійного і змінного 

перерізів [1,2,3,25]. Розрахунок рам з урахуванням розвитку шарнірів 

пластичності з метою визначення максимального можливого граничного 

стану набув у роботах [26-30]. 

Постановка задачі. Визначити закономірності роботи балок при 

розвитку підвищених пластичних деформацій. 

Мета і задача досліджень, методика досліджень. Узагальнити 

дослідження ряду задач пластичного деформування балок з позицій 

розвитку надмірних пластичних деформацій. В роботі застосовуються 

аналітичні теоретичні методи і підходи розвитку пластичних деформацій 

по висоті перерізу балок. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Limit_state_design
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Результати дослідження. 

Основні гіпотези і положення. Висота перерізу балки в п’ять разів більша 

за довжину балки, вірна гіпотези плоских перерізів. Це дає змогу прийняти, 

що деформації по висоті перерізу змінюються за лінійним законом. Це 

підтверджено експериментальними дослідженнями. У дослідженнях 

прийнята діаграма Прандтля для залежності між деформаціями і 

напруженнями при пружних і пластичних деформаціях. 

Приймається Декартова система координат з центром, розташованими 

у центрі ваги площі перерізу. Приймається лінійна аналітична залежність 

за законом Гука між деформаціями і напруженнями: 

 

E  . (1) 

Кривизна стержня, виходячи з гіпотези плоских перерізів, пов’язана з 

деформаціями і відстанню від нейтральної осі (у). 

 

z z zdz y y

y dz dz
 

  

  
        

(2) 

Відповідно закон Гука може бути записаний так: 

 

y
E Е 


   (3) 

При згині балок умовою рівноваги в перерізі, де виникають зовнішні 

згинальні моменти хM , необхідною умовою є рівність (урівноваження) 

згинального моменту інтегральній сумі всіх моментів внутрішніх напружень 

по площі перерізу. 

 

х х

A

M ydA  , 
(4) 

де dA – площа елементарної площадки; у – прийнята відстань від 

нейтральної осі ОХ до елементарної площадки, на яку діє елементарне 

зусилля, створюючи напруження. 

Таким чином, прийнята формула теорії опору матеріалів при об’єднані 

формул (3) і (4). 
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M Еy dA
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Відомо, що 
2

x

A

I y dA   – це прийнято момент інерції перерізу, а 

пружний момент опору перерізу /x xW I у . 

Якщо повернутись до напружень (3), то маємо: 

 

2
х

A

y ЕM
Е y

Еy dA



 


 

(6) 

При пружній роботі сталі при Е=const з (6) випливає відома формула 

для обчислення напружень: х х

x x

M M
y

I W
    . 

При пластичній роботі сталі й утворенню шарніра пластичності або 

при розвитку обмежених пластичних деформаціях на певну висоту 

перерізу від крайніх фібрових волокон до нейтральної лінії приходять до 

пластичного моменту опору перерізу при максимальних напруженнях, 

рівних межі текучості сталі: х R yR   . З рівняння (4) маємо для 

складеного перерізу пластичний момент опору перерізу ( хplW ): 

 

1 12 1

1

2

0

,
j i

j i

y yn n

х R хpl хpl j i
n Ry y

E
M W W t ydy t y dy



  
   
 
 

    (7) 

Відношення пластичного опору перерізу до пружного опору перерізу 

позначають через відповідний коефіцієнт ( хс ) – коефіцієнт збільшення 

пружного опору перерізу при урахуванні розвитку обмежених пластичних 

деформацій [1]: 
хpl

х
х

W
с

W
 . 

Для поточного перерізу, де діє не максимальний згинальний момент, 

введено позначення поточного пластичного моменту опору перерізу 

хplz хpljW W . Відповідний коефіцієнт збільшення пружного опору 

поточного перерізу (j) з координатою (z) при розрахунку з урахуванням 

розвитку обмежених пластичних деформацій позначено через xz xjс с . 

Задача 1. Визначити узагальнено кривизну балки при розвитку 

пластичних деформацій. 
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При вірності гіпотези плоских перерізів слід записати формулу для 

балки висотою ( 0h ) та інтегральному значенні приведеного модуля 

пластичності перерізу ( plЕ ): 

 

0

0

/ 2 1

( / 2)

х х
R pl

pl pl pl pl pl

M h M
Е

W h Е W


 
     (8) 

 

Задача 2. Визначити значення максимальних пластичних деформацій 

при розвитку обмежених пластичних деформацій в залежності від пружної 

зони в центрі перерізу. Розглянути балку складеного перерізу. Прийняти, 

що пластичний момент опору якого визначається за (6). Приймаємо, що 

пружне ядро займає певну частину перерізу висотою ( 0( / 2)а hу  ). 

Максимальні деформації, які будуть виникати в крайніх фібрових 

волокнах в перерізі розвитку пластичних деформацій будуть залежати від 

відношення висоти перерізу і висоти пружного ядра при умові, що в іншій 

частині перерізу будуть виникати пластичні деформації при напруженнях, 

рівних границі текучості сталі за діаграмою Прандтля. Так, на границі 

пружної роботи сталі і пластичної, на висоті 0 / 2)( аh у  відносні 

деформації будуть дорівнювати максимальним деформаціям пружної 

роботи сталі а y  . З другого боку, деформації крайніх фібрових 

волокон перерізу (
0 /2h pl  ) будуть значно більшими (9). 

 

0 / 2)
. .

(
pl y pl

а
y

у

h
      (9) 

Таким чином, якщо задати допустимі максимальні значення pl , тоді 

можна визначити розміри пружної зони ядра перерізу за (10). Або задають 

розміри пружної зони ядра перерізу і визначають максимальні пластичні 

деформації за (9). 

 

0)
.

2

( y
а

pl

у
h 


  (10) 

Максимальні пластичні деформації зв’язані з кривизною балки згідно 

гіпотези плоских перерізів аналогічно (2). 
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0

0

/ 2 1

/ 2

pl
pl

pl pl

h

h




 
    (11) 

 

Задача 3. Визначити значення приведеного модуля пластичності 

перерізу ( plЕ ). У перерізі балки, де діє максимальний згинальний момент, 

допускається розвиток обмежених пластичних деформацій за умовами 

задач, де наведено формули:(2, 8, 9, 11). Постановка задачі важлива для 

розрахунку балкових систем і визначення прогинів балок, в яких 

допускається розвиток обмежених пластичних деформацій. 

 

02
/ 2

R pl
pl

pl

A

W
Е h

y dA







 

(12) 

Остаточно маємо при коефіцієнтах: pl y   ,
pl

х
х

W
с

W
 . 

 

. .
pl у plR х

pl pl pl
pl х pl х

W W с
Е Е Е Е Е

W W 



 




    (13) 

 

Приклад. Якщо  =3, а відношення пластичного моменту опору 

перерізу до пружного моменту опору перерізу хс =1,12, то приведене 

значення пластичного модуля деформації слід прийняти 

х
pl

с
Е Е


 =1,12/3=0,373Е. 

Задача 4. Порівняти кривину сталевої балки при пружній роботі сталі 

(

0

1

/ 2

y

h




 ), і при розвитку обмежених пластичних деформацій при 

pl y   . 

Кривина балки в місті розвитку обмежених пластичних деформацій 

буде: 
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0 0 0

1 1 1

/ 2 / 2 / 2

pl y y

pl plh h h

 
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 



 
       (14) 

 

Таким чином, кривина балки в місті утворення розвитку обмежених 

пластичних деформацій в   раз більше ніж при пружній роботі сталі. 

 

Висновки. Виконані дослідження проказують можливість розрахунку 

прогинів балок з урахуванням розвитку надмірних пластичних 

деформацій, як блок зі змінним модулем деформацій по довжині балки. 
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