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Анотація. Після проведення статичного ро-
зрахунку рами, виникає необхідність визначити 
та проаналізувати її властивості з точки зору 
стійкості. У даній статті розглянуто методику 
визначення коефіцієнту розрахункової довжини 
колон, що шарнірно закріплені у нижній части-
ні та мають пружне закріплення у верхній час-
тині. Методика побудована на основі методу 
початкових параметрів який застосовується для 
аналізу стержнів. Вихідними даними для даної 
методики є статичний розрахунок рами. У стат-
ті наведено два підходи для визначення стійко-
сті колон при різній жорсткості рами та визна-
чено відсоток співпадіння. Також вказані реко-
мендації щодо подальшого використання мето-
дики.  

Ключові слова. Критична сила, коефіцієнт 
розрахункової довжини, стійкість колон, метод 
початкових параметрів, стержень, шарнір, пру-
жні опори. 

 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 

 
Проблематика даної статті полягаю у ви-

значення достовірності методики, що розг-
лядається у статті на прикладі трьох рам, 
що мають різну жорсткість колон та риге-
лів. Порівняння даного підходу з вже існу-
ючим та синтез рекомендацій, щодо засто-
сування методики на практиці. 

 
АНАЛІЗ ПОПЕРЕДНІХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 
Якщо говорити про стійкість стержнів за-

кріплених з одного кінця шарнірно, а з іншого 
пружно, то першим  хто отримав формулу для 
шарнірно закріпленого стержня був Л.Ейлер, 
[1]. Також для деяких випадків стрижнів пос-
тійного і змінного перерізу на жорстких 

[1,2,3,11] та на пружних  опорами отримані 
критерії у наукових працях [3,6,7,11].  Визна-
чені загальні методики розрахунку стійкості 
стрижнів за експериментальними даними при 
різних умовах закріплення [5,12]. Значення 
стійкості з урахуванням розвитку обмежених 
пластичних деформацій і  початкових недоско-
налостей та місцевої стійкості стержнів наведе-
ні у наукових розробках [8,9,10,13].  

 
ОСНОВНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ 

 
Якщо в роботах [5,12] отримано в розго-

рнутому вигляді критерій центрально-
стиснутого  пружного стрижня стрижня, 
який одним кінцем шарнірно закріплений , 
а іншим пружно закріплений від повороту і 
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Випадок 1. Для випадку коли стрижень 

шарнірно опертий одним кінцем і пружно 
защемлений другим кінцем на вільних пе-
ресувних опорах умови жорсткості опор 
мають запис:  0Mbk  , 0qk  . 

Такі умов описують можливість зміни  
жорсткості пружного защемлення і відпо-
відно перехід від стійкості консольного 
стрижня до стійкості колон на пружній 
основі.  З іншого боку такі умови дозволя-
ють проаналізувати зміну коефіцієнта роз-

рахункової довжини колон  портальних 
рам при різній жорсткості ригеля. Критерій 
стійкості пружного стрижня має відповід-
ний вигляд [5,12].    
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Проведено чисельні дослідження транс-

цендентного рівняння (2) при певній зміні 
жорсткості пружності опори защемлення. 

 

Табл. 1. Коефіцієнт  ( x ) розрахункової довжини колон, випадок 1,  ( 0Mbk  , 0qk  ) 

Table 1. Factor ( x ) accounting for the end conditions the effective length of column, case 1, 

( 0Mbk  , 0qk  ) 

N l   0 /x

Mb

EI l

k

  0 /N x

Mb

l EI l

k

  
x  

1,5708 0,00001 0 2,0 
1,4289 0,1 0,14289 2,198609 
1,3139 0,2 0,26278 2,391044 

1,0769 0,5 0,53845 2,917256 

0,9729 0,7 0,68103 3,229101 

0,8603 1 0,8603 3,651741 

0,736 1,5 1,104 4,268468 

0,6533 2 1,3066 4,808806 
0,5932 2,5 1,483 5,296009 

0,5472 3 1,6416 5,741215 
 
 
 
Випадок 2. Для шарнірно опертого 

стрижня одним кінцем і жорстко защем-
ленного на пересувних опорах другим кін-
цем і пружній горизонтальної опорі 

( Mbk   , 0qk  ). Критерій стійкості за (1) 

має запис. 
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У відповідності з рівнянням (30 прове-
денні числові дослідження залежності 
коефіцієнта розрахункової довжини 
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стрижня в залежності від пружності го- ризонтальної опори ( табл.2)  
 

Табл. 2. Коефіцієнт ( x ) розрахункової довжини колон  , випадок 2, ( Mbk   , 0qk  ) 

Table 2. Factor ( x ) accounting for the end conditions the effective length of column, case 2, 

( Mbk   , 0qk  ) 

 

Nl  3
x

q

EI

k l
 

3 3
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N x
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x  

4,4889 0,001 0,090452 0,7 
3,1554 0,1 3,14169 0,995624 
2,9302 0,125 3,144864 1,072143 
2,7621 0,15 3,160891 1,137393 
2,5283 0,2 3,232331 1,242571 
2,0175 0,5 4,105921 1,557171 
1,8092 1 5,921882 1,736454 
1,6215 5 21,31674 1,937461 
1,5964 10 40,68414 1,967923 

 
 
При зростанні жорсткості пружної гори-

зонтальної опори коефіцієнт розрахункової 
довжини  стрижня наближається до x   

0,7. При зменшенні жорсткості горизонталь-
ної пружної опори при значеннях парамет-

ра 
3
x

q

EI

k l
=0,1..0,125 значення коефіцієнт роз-

рахункової довжини  стрижня буде 

x  0,996..1,072.  

При подальшому зменшенні жорсткості 
пружної опори втрата стійкості стрижня 
набуває форму близьку до стрижня, який 

консольно защемлений: qk   , x 2. 

Випадок 3. Загальний випадок. Для чис-
лових досліджень загального випадку не-
обхідно критерій (1) записати в такому ви-
гляді.  

 

Проведені числові дослідження коефіці-
єнта розрахункової довжини колон при різ-
них параметрах пружного обпирання, які 
представлені в таблиці 3. 
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Розглянемо трьох прольоттну раму, що 
має довжину 7,5 м, а висоту колон – 3 м. 
Постійне навантаження, що діє на раму 
вертикальну рівномірно-розподілену силу 
q=75кН/м, що прикладена до ригеля і дві 
горизонтальні сили qw1=2,82кН/м, 
qw2=1,4кН/м прикладені на ліву і праву 
крайні колони відповідно (рис.1).

 

Табл. 3.  Коефіцієнт  ( x ) розрахункової довжини колон, випадок 3,  ( 0Mbk  , 0qk  ) 

Table 3.  Factor ( x )accounting for the end conditions the effective length of column, case 3,  

( 0Mbk  , 0qk  ) 

x  Nl  
 0 /x

Mb

EI l

k
 3

x

q

EI

k l
 

0,7 4,48799 1 0,052244 
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Продовження Табл.1 
Continuation of Tabl.1 
 

0,8 3,926991 1 0,070487 
0,9 3,490659 1 0,113706 
1 3,141593 1 0,101321 

1,5 2,094395 1 0,268713 
2 1,570796 1 0,56954 

2,5 1,256637 1 1,174119 
3 1,047198 1 2,765241 

3,5 0,897598 1 15,05183 
3,6 0,872665 1 46,14339 

 

 

Рис.1.Схема рами, що використовується у 
дослідженні  

Fig.1. Scheme of the frame used in the research. 
 
Розглянимо перший випадок коли по-

гонна жорсткість ригеля становить 0,909 
погонної жорсткості колон (Рис.2.). 

 
 

 
 
Рис.2 Перший випадок співвідношення жор-

сткостей 
Fig.2 The first case of the ratio of stiffness 
 

У другому випадку жорсткість середніх 
колон ( стержні 3-4 та 5-6) збільшено у 
1,247 рази. (рис.3.) 

 

 

 
Рис.3.  Другий випадок співвідношення жорс-

ткостей 
Fig.3.  The second case of the ratio of stiffness 

 
В третьому випадку  жорсткість ригелів 

збільшена до 1,244і (рис.4.). 
 

 
 
Рис.4. Третій випадок співвідношення жорс-

ткостей 
Fig.4.  The third case of the ratio of stiffness 

 
Виконавши статичний розрахунок для 

трьох варіантів знаходимо коефіцієнт роз-
рахункової довжини, використавши уза-
гальнений критерій стійкості стрижня, що 
визначений за випадком 1. Для порівняння 
отриманих результатів використаємо ПК 
«Асистент», розробник кафедра будівельної 
механіки КНУБА який базується на методі 
скінченних елементів у формі методу перемі-
щення. Результати розрахунку наведені у 
табл.4, табл.5 і табл.6. розрахункової довжи-
ни, використавши узагальнений критерій 
стійкості стрижня.
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Табл.4. Порівняння методик  для випадку першого, рис 2  
Table 4. Comparison of techniques for the case of the first, fig.2  

Стержень 
 Rod 

Погон. Жорстк. 
Relative stiffness 

Коефіцієнт ( x ) розрахункової довжини  колон                               

Factor ( x )accounting for the end conditions the effective length of 

column,  

ПК "Асистент" Данний метод Δ,% 

1-2 

1і 

2.995 2.688 10% 

3-4 1.936 2.053 6% 
5-6 1.936 2.059 6% 
7-8 2.984 2.6491 11% 

 
Табл.5. Порівняння методик  для випадку другого 
Table 5. Comparison of techniques for the case of the second 

 

Стержень 
 Rod 

Погон. Жорстк. 
Relative stiffness 

Коефіцієнт ( x ) розрахункової довжини  колон                               

Factor ( x )accounting for the end conditions the effective length of 

column,  

ПК "Асистент" Данний метод Δ,% 

1-2 

1.247i 
 

2.834 2.685 5% 

3-4 2.041 2.0608 1% 
5-6 2.041 2.069 1% 
7-8 2.824 2.6501 6% 

 
Проведені дослідження показують, що 
на перших етапах проектування є мож-
ливість приблизно вираховувати коефі-

цієнти розрахункової довжини рам , ви-
користовуючи результати статичного ро-
зрахунку на відомі навантаження. 

 
Табл.6. Порівняння методик для третього випадку, рис 4.
Table 6. Comparison of techniques for the third case, fig.4 

Стер-жень 
 Rod 

Погон. Жорстк. 
Relative stiffness 

Коефіцієнт ( x ) розрахункової довжини  колон. Factor 

( x )accounting for the end conditions the effective length of сolumn,  

ПК "Асистент" Данний метод Δ,% 

1-2 

1.247i 
 

2.834 2.685 5% 

3-4 2.041 2.0608 1% 
5-6 2.041 2.069 1% 
7-8 2.824 2.6501 6% 

Узагальнення результатів досліджень 
приведено у таблиці 7, які показують мож-
ливість використання приблизного підходу 

для визначення коефіцієнтів розрахункової 
довжин різних конструкцій багатопрогоно-
вих рам. 
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Табл.7. Середнє значення похибки між методами 
Table.7. The average error value between the technique 

Назва характеристики                                                          
The name of the characteristic 

Випадок  1               
The First case 

Випадок  2                
The Second case 

Випадок  3   
The Third case 

Середнє значення похибки  між 
методиками                            

 The average error value between 
the techniques, Δ % 

8.47% 3.44% 9.25% 

 
ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ  
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 
Розвинуто та узагальнено теоретичні 

підхід, щодо визначення коефіцієнтів роз-
рахункової довжини колон рам складних 
конструкцій. Порівняння результатів дослі-
дження на прикладі трьох рам із різною 
жорсткістю показав похибку між в межах 
до 1%-10%. 

Методика підходить для попереднього 
аналізу стійкості рам після результатів ста-
тичного розрахунку. Методика потребує 
вдосконалення та в перспективі може бути 
застосований для аналізу малоповерхових і 
одноповерхових багатопрогонових рам   з 
урахуванням піддатливості вузлів і опор. 
Можливий також на базі цієї методики пе-
рехід до перевірки стійкості колон за дефо-
рмованою схемою [13,14,15]. 
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Method of determining the coefficient of the 
calculated length of the  

columns, hinged to the lower end by the method 
of initial parameters 

 
Annotation. After static calculation of the 

frame, there is a need to determine and analyze its 
properties in terms of stability. In this article, the 
method of determining the coefficient of calculated 
length of columns, which are hinged in the lower 
part and have an elastic fastening in the upper part, 
is considered. The method is based on the method 
of initial parameters used for the analysis of the 
rods. The baseline for this technique is the static 
frame calculation. The article presents two 
approaches for determining the stability of 
columns at different stiffness of a frame and a 
percentage of coincidence is defined. The 
recommendations for further use of the technique 
are also given. 

Keywords. Critical force, coefficient of 
estimated length, stability of columns, method of 
initial parameters, rod, hinge, elastic support. 

 
FORMULATION OF THE PROBLEM 

 
The problem of this article is to determine the 

reliability of the methodology that is considered in 
the article on the example of three frames having 
different stiffness of columns and crossbars. 
Comparison of this approach with the existing one 
and the synthesis of recommendations on the 
application of the methodology in practice. 

 
ANALYSIS OF PREVIOUS STUDIES 

If we talk about the stability of the rods fixed at 
one end hingedly, and on the other elastic, then the 
first one who received the formula for a hinged rod 
was L. Euler, [1]. Also, in some cases, the rods of 
the permanent and alternating section on the hard 
[1,2,3,11] and elastic supports are the criteria in 
scientific papers [3,6,7,11]. The general methods 
of calculation of stability of rods according to 
experimental data at different conditions of fixing 
[5,12] are determined. The value of stability, 
taking into account the development of limited 
plastic deformations and initial imperfections and 
the local stability of the rods, are given in scientific 
developments [8,9,10,13]. 

 
 
 
 

MAIN RESEARCH 
 

Consider the three flying frame, which has a 
length of 7.5 m, and the height of the columns is 3 
m. The constant load acting on the frame is a 
vertical uniformly distributed force q = 75kN / m 
applied to the bolt and two horizontal forces qw1 = 
2, 82kN / m, qw2 = 1.4kN / m applied to the left 
and right extreme columns respectively (Fig. 1). 

In the second case, tighten the middle columns 
(rods 3-4 and 5-6) increased by 1,247 times. (Fig. 
3) 

In the third case, the stiffness of the crossbars is 
increased to 1,244i (Fig. 4). 
After performing a static calculation for the three 
variants we find the stability coefficient using a 
generalized criterion of stability of the rod, as 
defined in [2]. To compare the results we use the 
"Asistent" PC, which is based on the finite element 
method in the form of a moving method. The 
results of calculation are given in Table 1, Table 2 
and Table 3. 
 

CONCLUSIONS AND PERSPECTIVES FOR 
FURTHER STUDIES 

 
Comparison of the results of the study with an 

example of three frames of varying rigidity showed 
an error of between 10%. The method is suitable 
for preliminary analysis of the stability of frames 
after the results of static calculation. The method 
needs to be improved and in the long run can be 
used to analyze multi-frame frames, taking into 
account the feasibility of nodes. 


