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Анотація. У статті приведена методика ви-

значення нагельних сил у поздовжній арматурі 
та жорсткості при крученні залізобетонного 
елемента з нормальними тріщинами. Для ви-
значення взаємного переміщення берегів нор-
мальної тріщини розглядається плоский пово-
рот перерізу відносно центру кручення. При 
визначенні центру  кручення врахована дефо-
рмація поздовжньої арматури від зминання 
бетону під її поверхнею. Показано, що зовніш-
ній крутний момент сприймається за рахунок 
чистого кручення, а також за рахунок зсуву в 
поздовжній арматурі та бетоні (стиснутої від 
згину зоні). Частина зовнішнього крутного 
моменту, що сприймається бетоном зони без 
тріщин, горизонтальною і вертикальною скла-
довими нагельних сил у поздовжній арматурі, 
пропорційні їх зсувним і крутильним жорстко-
стям. Після визначення нагельних сил у поздо-
вжній арматурі визначається повне перемі-
щення в тріщині, а потім і крутильна жорст-
кість елементів. Приведений повний алгоритм 
визначення крутильної жорсткості елементів із 
нормальними тріщинами. 

Використання запропонованої методики 
дозволяє дослідити вплив великої кількості 
факторів на напружено-деформований стан 
при крученні залізобетонних елементів із нор-
мальними тріщинами, що при використанні 
складних обчислювальних програмних ком-
плексів представляє великі труднощі, так як. 
при цьому вимагається моделювання з викори-
станням об'ємних скінчених елементів. У цьо-
му є перевага запропонованого методу. Для 
прикладу представлені графіки залежності 
нагельних сил у поздовжній арматурі, а також 

моменту, який сприймається частиною бетону 
без тріщин, від висоти нормальної тріщини.  

Отримання таких залежностей при моделю-
ванні в програмних комплексах 
потребує великих трудовитрат та використан-
ня не завжди доступних програмних комплек-
сів. 

Представлений підхід не складно розпо-
всюдити на елементи не прямокутного перері-
зу. При цьому слід також розглянути плоский 
поворот відносно центру кручення з повною 
аналогією всіх міркувань, наведених у цій 
статті. 
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АНАЛІЗ ДОСЛІДЖЕНЬ 

І ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ 
 

При просторової роботі перекриттів, 
мостів та інших складних статично неви-
значених систем перерозподіл зусиль між 
їх окремими елементами залежить від 
співвідношення крутильних і згинальних 
жорсткостей цих елементів [1-3]. У залізо-
бетонних конструкціях на ці жорсткості 
істотно впливають просторові, нормальні і 
похилі тріщини. 

Згинальні жорсткості залізобетонних 
елементів з тріщинами досліджені досить 
широко. Більшість робіт, пов'язаних з де-
формаціями при крученні припускають 
наявність просторової тріщини [4-16]. 
Причому це стосується як звичайних залі-
зобетонних елементів, так і посилених різ-
ними способами. Однак такі методики не 
прийнятні для розрахунку переміщень при 
крученні елементів з нормальними тріщи-
нами, які утворюються від згинальних на-
пружень. 

Крутильна жорсткість залізобетонних 

елементів з нормальними тріщинами дос-
ліджена в роботах [17-23]. Згідно цих дос-
ліджень при визначенні жорсткості при 
крученні слід спочатку розсікти подовжню 
арматуру, потім визначити взаємне змі-
щення берегів тріщини. Після цього ви-
значається нагельна сила в поздовжній 
арматурі і жорсткість елемента з нормаль-
ними тріщинами. Перша частина завдання 
є наближеною при вирішенні аналітични-
ми методами і дуже трудомісткою при ви-
рішенні за допомогою моделювання об'єм-
ними скінченими елементами. У світлі цих 
проблем актуальною стає розробка мето-
дики визначення жорсткості при крученні 
елементів з нормальними тріщинами без 
проміжних трудомістких етапів. 

У зв'язку з вищесказаним метою цієї 
статті є розробка методики визначення 
нагельної сили в поздовжній арматурі і 
крутильної жорсткості з розгляду дефор-
мацій безпосередньо в нормальній тріщи-
ні.   

 
ВИКЛАД ОСНОВНОГО МАТЕРІАЛУ 
 
 Розглянемо залізобетонний елемент з 

нормальними тріщинами (рис.1). 

 

 
 
Рис. 1. Схема залізобетонного елемента з нормальними тріщинами при крученні 
Fig.1. The Scheme of a reinforced concrete element with normal cracks at torsion 
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На рисунку 1 через lcrc позначено відс-
тань між нормальними тріщинами (яка 
може бути визначена будь-яким відомим 
методом, в тому числі методом, розгляну-
тим в нормативних документах). Від блоку 
А до блоку В крутний момент передається 
через частину бетону без тріщин висотою 
Zcrc і поздовжню арматуру за рахунок на-
гельної сили, що виникає в цій арматурі. 
Після визначення нагельної сили в поздо-
вжній арматурі визначається крутильна 
жорсткість елемента з нормальою тріщи-

ною. Для визначення нагельних сил в поз-
довжній арматурі розглянемо деформова-
ний стан безпосередньо в нормальній трі-
щині (рис. 2). 

Розглядається елемент з одиничною то-
вщиною (розмір в напрямку осі Y на рис. 2 
дорівнює одиниці). Тоді кут повороту θ 
буде відносним кутом. Перетин поверта-
ється відносно центру жорсткостей (на 
рис. 2 позначений через O.). 

 

 







 
 
Рис. 2. Схема зусиль (а) і повороту (б) в перерізі з тріщиною 
Fig.2. The Scheme of forces (a) and rotation (b) in cross section with a crack 

 
З причини симетрії перетину і армуван-

ня, в напрямку осі X центр жорсткостей 
знаходиться в середині ширини перерізу. 
У напрямку осі Z положення центру жорс-
ткостей (центру кручення) визначиться за 
формулою: 

 




scrc

sscrc
I

crc
c AbZ

dAZahbZ
Z

2

2/2)2/(




  (1) 

 
де  

aI – захисний шар арматури (див. рис. 
2,а);  

α=(Gs/Gb)Knag – відношення модуля зсуву 
арматури Gs та бетону Gb з урахуванням 
піддатливості арматури в напрямку дії на-
гельної сили. 

Відмінність виразу (1) від загально-
прийнятого визначення положення центру 
жорсткостей тільки в тому, що відношення 
модулів зсуву α множиться на коефіцієнт 
Knag<1, що враховує зминання бетону під 
арматурою при прикладенні до неї зусил-
ля, перпендикулярного її осі. Визначення 
цього коефіцієнта наведено нижче. 

При повороті перерізу відносно центру 
жорсткостей зовнішній крутний момент Mt 
сприймається за рахунок опору чистому 
крученню Ms,b і опору зсуву при повороті 
всього перерізу Mω.  

Момент, що сприймається за рахунок 
чистого кручення визначається за форму-
лою: 
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)2(, sbbs GJGJM    (2) 

 
де  

GJb – крутильна жорсткість бетон-ного 
прямокутника зі сторонами Zcrc та b відно-
сно його центра ваги;  

GJs – крутильна жорсткість одного ар-
матурного стрижня. 

 
Момент від зсуву в результаті повороту 

визначиться за формуле (див. рис. 2): 

szsxbb aQZQZQM  22  (3) 

В той же час величина зсувної сили Qb, 
визначається за відомою формулою зсуву: 

bbbb AGQ   (4) 

де Δb – зсув прямокутника площею перері-
зу Ab=Zcrc·b від сили Qb (рис. 3). 

 
Величина Δb визначається з схеми за 

рис. 2,б від повороту на кут θ: 

bb Z   (5) 

Тоді величина Qb визначиться за фор-
мулою: 

bbbb AGZQ    (7) 

Аналогічно визначаються сили Qx та Qz: 

sssz

sssx

AGaQ

AGZQ






 ;

 
(8) 

 


 

Рис. 3. Схема для визначення переміщення Δb 
при зсуві 

Fig.3. Scheme for determining the displacement 
Δb during shear 

Слід зазначити, що в формулах (8) мо-
дуль зсуву арматури Gs повинен бути пом-
ножений на коефіцієнт Knag, описаний ви-
ще, визначення якого наведено нижче. 

Підставляючи в (3) вирази для Qb, Qx, Qz 
за (7) і (8) та враховуючи, що зовнішній 
момент Mt дорівнює сумі моменті за (2) і 
(3), остаточно отримаємо вираз для зовні-
шнього крутного моменту: 

  

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


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M   

 
(9) 

Всі величини в квадратних дужках ви-
разу (9) відомі. Отже, знаючи кут повороту 
θ, легко визначити частку крутного моме-
нту Mt, що сприймає бетонна частина або 
арматурний стрижень. При відомому зна-
ченні крутного моменту, що сприймає ар-
матурний стержень не важко визначити 
значення нагельної сили Qx і Qz. 

Аналогічно вирішується задача з іншим 
числом стержнів поздовжньої арматури і з 
перетином, відмінним від прямокутного. 

Після визначення нагельних сил вели-
чина взаємного зміщення берегів нормаль-
ної тріщини буде визначена за емпіричною 
формулою [24]: 

bsbs
zxloc Ed

Q

Ed

Q


23

2

,, 1000  
 

(10) 

де ds, Eb – відповідно діаметр арматури і 
модуль деформації бетону.  

 
При цьому для визначення горизон-

тальної складової Δloc,x в формулу (10) за-
мість Q слід підставити величину Qx; при 
визначенні  Δloc,z – величину Qz. 

Далі визначається повне переміщення в 
тріщині: 

2
,

2
,2 zlocxlocloc   

 
(11) 

У виразі (11) права частина помножена 
на 2, тому що нагельні сили зминають бе-
тон з двох сторін від нормальної тріщини. 

Після визначення повного переміщення 
за (11) неважко визначити крутильну жор-
сткість Bcrc елемента з нормальними трі-
щинами, розташованими на відстані lcrc 
одна від одної: 

0,t
locbl

bl
crc BB




  
  

(12)  
 

де ∆bl – переміщення від крученні суціль-
ного блоку довжиною lcrc з повною висо-
тою перерізу; Bt,0 – крутильна жорст-кість 
елемента без тріщини (початкова крутиль-
на жорсткість). 

Розглянемо тепер методику визначення 
коефіцієнта Knag, що входить в 
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формулу (1). Для цього розглянемо дефо-
рмацію консольного нагелю (арматури, під 
дією зсуву поперечною силою Q, яка при-
кладена перпендикулярно її осі) (рис. 4). 

 








 
 
Рис. 4. Схема до визначення коефіцієнта Knag 

Fig.4. The Scheme to determine the coefficient  
Knag 

 
Переміщення ∆ від зсуву елемента дов-

жиною l (див. рис. 4) визначається за відо-
мою формулою зсуву:  

AG

lQ




  (13) 

 
де A – площа перерізу консольного стриж-
ня. 

Однак, арматурний стрижень переміщу-
ється не тільки від зсуву, але і від зминан-
ня бетону під його поверхнею в місці за-
кладення. Це переміщення позначено на 
рис. 4 через Δ0.  

Це переміщення найправильніше визна-
чати за емпіричною формулою [24] для 
анкера, навантаженого поперечною силою 
(див. формулу 10): 

bsbs Ed

Q

Ed

Q


23

2

0 1000  
 

(14) 

Сумарне переміщення кінця стержня 

дорівнюватиме (див. рис. 4): 

0 tot    (15) 

З огляду на факт, що ми розглядаємо 
перетин одиничної ширини (див. вище), то 
довжину консолі l на рис. 1 слід прийняти 
рівною одиниці. 

Позначимо модуль зсуву умовного екві-
валентного стрижня довжиною l =1 через 
Gekv.  

Переміщення цього стрижня дорівнює 

Δtot (тобто з урахуванням не тільки зсуву Δ, 
а й переміщення опори Δ0).  

Тоді переміщення цього еквівалентного 
стрижня дорівнюватиме: 

sekv
tot AG

lQ )1( 
  

 
(16) 

Знаючи модуль зсуву еквівалентного 
стержня, визначимо коефіцієнт Knag<1: 

 

sekvnag GGK / , (17) 

звідки легко знайти Gekv.. Коефіцієнт Knag 
враховує зміщення арматури за рахунок 
зминання бетону під її поверхнею. 

Алгоритм визначення нагельної сили і 
жорсткості при крученні виглядає наступ-
ним чином. 

1. Задаємо довільне значення θ0 віднос-
ного кута повороту в перерізі. 

2. Визначаємо частку крутного момен-
ту, що припадає на кожну складову виразу 
(9): 

2
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 (18) 

де позначений крутний момент, що сприй-
мається відповідно:  

Mb - бетоном зони без тріщин;  
Ms - стрижнями арматури при їх чисто-

му крученні;  
MQb - від зсуву зони бетону без тріщин; 
MQx – нагельною силою Qx;  
MQz - нагельною силою Qz. 
3. Обчислюємо сумарний момент Mt,0, 

що сприймається перетином при його по-
вороті на даний кут θ0. 

 

QzQx

Qbsbt

MM

MMMM



0,
 

 
(19) 

4. Обчислюємо новий кут повороту пе-
ретину θ, при якому сумарний крутний 
момент в перерізі Mt0 буде дорівнювати 
зовнішньому крутному моменту Mt
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(20) 

5. За формулою (18) обчислюємо реаль-
ні моменти, які сприймаються окремими 
елементами (Mb, MQb, Ms, MQx, MQz) з підс-
тановкою замість θ0 величини θ. 

6. Знаючи всі складові крутного момен-
ту, обчислюємо нагельні сили Qx і Qz: 
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(21) 

7. За формулою (12) з урахуванням (10) 
і (11) обчислюємо крутильну жорсткість 
елемента Bcrc. 

Перевага розробленого в статті методу 
полягає в тому, що він не вимагає ні вико-
ристання складних програмних комплексів 
для моделювання об'ємними скінченими 
елементами, ані навіть комп'ютерної тех-
ніки взагалі, тому що крутильна жорст-
кість визначається за простими формула-
ми, і усі величини можна обчислити «вру-

чну». 
Наведена методика дозволяє досить 

просто отримати залежності нагельних сил 
в поздовжній арматурі від висоти тріщини, 
розмірів поперечного перерізу, діаметра 
арматури і т.п.  

Як приклад на рис. 5 наведено залежно-
сті зсувної сили в бетоні Qb, нагельних сил 
Qx, нагельних сил Qz (рис. 5, а) і моменту 
Mb (рис. 5, б) від висоти нормальної трі-
щини hcrc для балки перетином 100х200 
мм, з двома стрижнями поздовжньої арма-
тури діаметром 10мм, захисний шар арма-
тури дорівнює 20 мм. 

З рисунка видно, що нагельні сили в 
арматурі і зсувна сила в бетоні практично 
лінійно зростають з ростом висоти норма-
льної тріщини.  

Крутний момент Mb, що сприймається 
бетонної частиною перетину, навпаки, 
практично лінійно зменшується з ростом 
висоти нормальної тріщин. 

 

 

 

 
Рис. 5. Залежність Qb, Qx та Qz (а) і моменту Mb (б) від висоти нормальної тріщини 
Fig. 5.The Dependence of Qb, Qx and Qz(a) and moment Mb (b) on the height of a normal crack 
 

Використання запропонованої методики  
дозволяє досліджувати вплив великої кіль-
кості факторів на напружено-деформо-
ваний стан при крученні залізобетонних 
елементів з нормальними тріщинами, що 
при використанні складних обчислюваль-
них програмних комплексів представляє 
великі труднощі, тому що при цьому пот-
рібно моделювання об'ємними скінченими 
елементами. У цьому полягає перевага 
запропонованого методу. 

Запропонований підхід неважко поши-
рити і на елементи не прямокутного пере-
тину. При цьому слід також розглянути 

плоский поворот відносно центру кручен-
ня з повною аналогією всіх міркувань, на-
ведених в даній статті. 

 
ВИСНОВКИ І ПЕРСПЕКТИВИ  
ПОДАЛЬШИХ ДОСЛІДЖЕНЬ 

 
У статті наведено методику визначення 

нагельних сил в поздовжній арматурі і жо-
рсткості при крученні залізобетонного 
елемента з нормальною тріщиною. Для 
визначення взаємного зсуву берегів нор-
мальної тріщини розглянуто плоский по-
ворот перерізу відносно центру кручення. 
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Зовнішній крутний момент сприймається 
за рахунок чистого кручення, а також від 
зсуву в поздовжній  
арматурі і бетоні. Частини зовнішнього 
крутного моменту, що сприймає зона  бе-
тону без тріщин, горизонтальна і вертика-
льна складові нагельних сил в поздовжній 
арматурі пропорційні їх зсувними і крути-
льним жорсткостям. Після визначення на-
гельних сил в поздовжній арматурі визна-
чається повне переміщення в тріщині, а 
потім і крутильна жорсткість елемента. 
Наведено повний алгоритм визначення 
жорсткості при крученні залізобетонних 
елементів з нормальними тріщинами. 

У перспективі передбачається експери-
ментальне коригування коефіцієнта Knag, 
що враховує зминання бетону під армату-
рою при її поперечному наван-таженні.  
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Determination of pin forces in longitudinal 
reinforcement and stiffness at torsion 

 reinforced concrete elements with  
normal cracks 

 
Taliat Azizov,  Dmуtro Kochkarev,  

Olena Nahaichuk 

 
Summary. The article presents a method for 

determining the pin forces in the longitudinal 
reinforcement and the torsional stiffness of a rein-
forced concrete element with normal cracks. To 
determine the mutual displacement of the edges of 
a normal crack, a flat rotation of the section rela-
tive to the center of torsion is considered.  

When determining the center of torsion, the 
deformation of the longitudinal reinforcement 
from the crushing of concrete under its surface is 
taken into account. It is shown that the external 
torque is perceived due to pure torsion, as well as 
due to shear in the longitudinal reinforcement and 
concrete (compressed zone from the bend). Part of 
the external torque perceived by the concrete of 
the zone without cracks, horizontal and vertical 
components of the pin forces in the longitudinal 
reinforcement, proportional to their shear and 
torsional stiffness. After determining the pin forc-
es in the longitudinal reinforcement is determined 
by the complete movement in the crack, and then 
the torsional stiffness of the elements.  

The complete algorithm for determining the 
torsional stiffness of elements with normal cracks 
is given 

The use of the proposed technique allows us to 
investigate the influence of a large number of 
factors on the stress-strain state during the torsion 
of reinforced concrete elements with normal 
cracks, which when using complex computer 
software is very difficult because this requires 
modeling using three-dimensional finite elements.  

This is the advantage of the proposed method. 
For example, graphs of the dependence of the 
force forces in the longitudinal reinforcement, as 
well as the moment perceived  by the part of the 
concrete without cracks, from the height of the 
normal crack. Obtaining such dependencies in 
modeling in software packages requires high labor 
costs and the use of not always available software 
packages. 

The presented approach is not difficult to ex-
tend to elements of a non-rectangular cross-
section. It is also necessary to consider a flat rota-
tion relative to the center of torsion with a com-
plete analogy of all the considerations given in 
this article. 

 
Keywords. Reinforced concrete element; tor-

sional stiffness; normal crack; shear force; torsion. 

 


